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Un problème quadratique en variables binaires est un problème d’optimisation combinatoire consistant à minimiser une fonction objectif quadratique sujette à une série de contraintes linéaires.  Les méthodes de résolution exactes par techniques dites de linéarisation, se composent très schématiquement des étapes suivantes. La fonction objectif du problème est d’abord linéarisée par ajout de variables et de contraintes, de façon à se ramener à un problème linéaire en nombres entiers équivalent. La relaxation, dite continue, de la reformulation linéaire fournit alors une borne inférieure à la valeur optimale. Pour resserrer la borne inférieure, le polyèdre du domaine réalisable de la reformulation est ensuite étudié pour en découvrir les facettes. Un schéma de Branch-and-Bound (ou Branch-and-cut), utilisant la relaxation continue, est enfin mis en œuvre pour déterminer la solution optimale. Les étapes décrites ci-dessus présentent en pratique deux inconvénients. Compte tenu du fait que les schémas de Branch-and-Bound nécessitent des calculs itératifs de bornes, il est souhaitable que la reformulation soit la plus compacte possible tout en conservant une bonne qualité de borne. Or, les linéarisations les plus couramment utilisées  (notamment celle dite standard) génèrent un nombre important de variables additionnelles et de contraintes.  A ceci s’ajoute le fait qu’à aucun moment des étapes ci-dessus, n’ont été introduites des conditions (dites nécessaires) permettant de caractériser la (ou les) solution optimale. L’optimal est recherché dans la totalité de l’ensemble des solutions binaires possibles alors qu’en réalité il ne peut se trouver que dans un sous-ensemble de ce dernier qu’il convient d’identifier. L’objet de cette thèse est de travailler à lever ces inconvénients selon les directions de recherches suivantes.

Nous avons trouvé pour le problème non contraint, des conditions nécessaires d’optimalité du 1er ordre (appelées persistances d’ordre n) que la solution optimale d’un problème donné doit respecter. D’une série de persistances, nous savons également qu’il est possible d’en dériver d’autres de plus petits ordres permettant dans certains cas de résoudre entièrement le problème en en fixant toutes les variables. La première direction de recherche consistera à élaborer une méthode de déduction de ces persistances qui sera utilisée en amont de l’étape de linéarisation comme routine de prétraitement (preprocessing) visant à fixer préalablement le plus de variables possibles.

Nous avons également proposé, toujours pour les problèmes sans contrainte, une technique de linéarisation significativement plus économe (dite t-linearisation) puisqu’elle ne nécessite qu'une seule variable supplémentaire mais induit tout de même un nombre exponentiel de contraintes qu’il est possible de gérer. La deuxième direction de recherche consistera à exploiter au mieux les persistances d’ordre n  au sein du schéma de t-linearisation pour en améliorer la borne résultante.

La borne associée à la t-linéarisation peut de façon standard être implanté dans un schéma de Branch-and-Bound. Néanmoins, du fait des persistances, de nouveaux schémas originaux de branchement appelés « resolution search » peuvent être envisagés. La troisième direction consistera à étudier l’implantation de ce type de schéma.

Nous considérerons ensuite des problèmes contraints dont le domaine des contraintes possède la propriété d’intégralité. C'est-à-dire dont tous les points extrêmes sont entiers. C’est le cas par exemple du problème d’affectation quadratique (QAP) que nous étudierons particulièrement. Nous chercherons à rendre la t-linearisation plus performante tenant compte de cette propriété, et à étendre les résultats de persistances.

