UNIVERSITE D’AVIGNON ET DES PAYS DE VAUCLUSE
THESE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE D’AVIGNON

Discipline : Mathématiques appliquées et applications des mathématiques
Ecole Doctorale : Informations, Structures, Systemes (ED 166)

présentée et soutenue publiquement par
Jean-Marc CLERIN
le 18 novembre 2009

Titre :

Problémes de contréle optimal du type bilinéaire gouvernés

par des équations aux dérivées partielles d’évolution

JURY
F. BONNANS Directeur de recherche INRIA Saclay Président
M. MOUSSAOUI Maitre de Conférence  Université d’Avignon Directeur de These
J.-P. RAYMOND Professeur Université Paul Sabatier Rapporteur
L. THIBAULT Professeur Université Montpellier 2 Examinateur
RAPPORTEURS

M. BERGOUNIOUX Professeur Université d’Orléans
J.-P. RAYMOND Professeur Université Paul Sabatier, Toulouse 3






Table des matieres

1 Introduction

2 Equation d’état de type bilinéaire

2.1

2.2

2.3

Notations et cadre fonctionnel . . . . . . .. ... ... ...
2.1.1 Motivations . . . . . ... ..
2.1.2 Exemples . . ... ...
2.1.3 Cadre fonctionnel pour les états . . . . . . ... .. ... ...
2.1.4 Hypotheses . . . . . . . . ...
2.1.5  Justification du choix des espaces . . . . . . .. .. ... ...
Probleme bien posé . . . . . . ...
221 Unicité . . . . . . o
2.2.2 Existence de solutions approchées . . . . . . ... .. .. ...
2.2.3 Estimations a priori. . . . . . . ... ... 0L
2.2.4 Passage alalimite . . . .. ... ... 00000
2.2.5  Démonstration de la régularité de la fonction d’état . . . . . .
2.2.6 Exemples de problemes bilinéaires bien posés . . . . . . . . ..
Loi de feedback . . . . . . . . ...
2.3.1 Introduction . . . . . . . ...
2.3.2 Notations et cadre fonctionnel . . . . . .. .. ... ... ..
2.3.3 Exemples . . .. ..
2.3.4  Une inégalité de type Gronwall . . . . . . .. ... ... ...
2.3.5 Estimations a priori dans le cas de rétrocontréles . . . . . ..
2.3.6  Théoreme d’existence en présence de rétrocontroles . . . . . .

3 Controle optimal

3.1
3.2
3.3

Formulation du probleme et hypotheses . . . . . . ... .. ... ...
Existence d'une paire optimale . . . . . . . . . ... ... ... ...
Conditions nécessaires d’optimalité . . . . . . . . . ... .. .. ...
3.3.1 Hypotheses suplémentaires . . . . . . ... ... ... ...
3.3.2 Problemes approchés . . . ... ..o 0L
3.3.3 Passage alalimite . . . ... ... ... ... ...

19
19
19
20
23
24
25
26
28
28
29
32
37
39
42
42
43
43
44
46
49



4 TABLE DES MATIERES
4 Sensibilité 67
4.1 Etude de 'équation d’état . . . . . . .. ..o 69
4.1.1 Résultats préliminaires . . . . . . . . . ... 69

4.1.2 Estimations a priori. . . . . . . ... .00 72

4.1.3 Existence et unicité de la solution . . . . . .. ... ... ... 74

4.2 Solution optimale . . . . . . .. ..o 74
4.2.1 Différentiabilité du cotlit et conditions nécessaires d’optimalité 74

4.2.2  Unicité de la paire optimale . . . . . . . ... ... ... ... 76

4.3 Etude de la fonction valeur optimale . . . . .. .. ... ... .. .. 80
4.3.1 Stabilité . . . ... 80

4.3.2 Dérivées directionnelles de la valeur optimale . . . . . . . . .. 81

4.4 Contraintes de bolte . . . . . . . .. ... L 85
4.4.1 Equation et cadre fonctionnel . . . . . . ... ... L. 85

4.4.2 Formulation lagrangienne . . . . .. .. ... ... L. 86

4.4.3 Polyédricité et conditions d’optimalité . . . . . . .. ... .. 87

4.4.4  Dérivées directionnelles de la fonction valeur optimale . . . . . 87
Annexes 90
A Intégrabilité au sens de Bochner 90
B Espaces de Sobolev vectoriels 92
C Hémicontinuité 97
D Reégularisation des fonctions convexes 99

E Théorémes d’existence 100



Chapitre 1

Introduction

L’objet de cette these est I'étude de problemes de contréle optimal qui sont
gouvernés par des équations aux dérivées partielles non linéaires. Notre contribution
a ce domaine de recherche actuel et tres actif porte sur une classe particuliere. Il
s’agit des problemes « bilinéaires » pour lesquels le caractere non linéaire se traduit
par la présence dans les équations d’état d’'un terme bilinéaire relativement a 1’état
et au controle. Les difficultés liées a la non linéarité demeurent dans le cas bilinéaire
mais nous pouvons dégager certaines propriétés spécifiques.

La these est organisée de la fagcon suivante. La premiere étape de I’étude consiste
a obtenir des estimations a priori sur les solutions a partir des inégalités de Willett
et Wong. (Elles généralisent l'inégalité de Gronwall qui est peu adaptée ici.) Ces
estimations sont utilisées de fagon intensive dans la suite. Les équations d’états
bilinéaires sont des problemes d’évolution bien posés au sens de Hadamard. Dans le
cas ou les controles subissent une contrainte liée aux états, ces problemes sont des
inclusions différentielles. Ces estimations a priori s’averent des outils adaptés a la
démonstration de I'existence de solutions.

La suite de cette these est consacrée a l'existence de contrdles optimaux, puis
a 1’étude de la sensibilité relativement a une perturbation qui intervient de facon
additive dans 1’équation d’état. Vérifier des conditions suffisantes d’optimalité du
second ordre autorise 'utilisation du théoréme des fonctions implicites (ou d’un
théoreme des fonctions implicites généralisé dans le cas de contraintes de boite sur les
controles). Nous fournissons enfin sur des exemples, respectivement avec contraintes
d’égalités et d’inégalités, une formule explicite des dérivées directionnelles de la
fonction valeur optimale.

L’équation d’état

Les équations aux dérivées partielles permettent de modéliser mathématique-
ment des phénomenes observés, entre autres, dans les domaines de la mécanique,
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de la thermodynamique, de la chimie ou de I’économie. En particulier, les équations
d’évolution autorisent la prise en compte des interactions entre les objets étudiés
et les controles que 1'on peut exercer sur les phénomenes au cours du temps. Une
part importante de la littérature mathématique relative a la théorie du controle est
consacrée a des problemes linéaires : les équations d’états qui gouvernent ces pro-
bléemes sont linéaires. Dans le cas d’équations aux dérivées partielles on pourra se
reporter par exemple au livre de J.-L. Lions [37]. En ce qui concerne le probleme de
Bolza avec un cofit convexe nous renvoyons a R.-T. Rockafellar [49] dans le cas ou
les espaces sont de dimensions finies et & V. Barbu et Th. Precupanu [5] ainsi qu’a
V. Barbu [4] dans le cadre plus général des espaces de Banach.

Les progres de la recherche dans des champs aussi variés que la mécanique, la
physique, la biologie et 1’économie ont stimulé 1’étude des modeles non linéaires.
Nous portons notre attention sur la classe des systemes de dimension infinie de
type parabolique et bilinéaire en suivant la terminologie introduite par C. Bruni,
G. Di Pillo et G. Koch dans [13] : la bilinéarité est relative a I’état et au controle
(voir des exemples chez [19], [10], [1]). Nous étudions également des systémes sous
forme d’inclusion différentielle (voir les travaux de E. S. Pyatnitskii [46] et de N.
Papageorgiou [27]).

L’inconnue est la fonction état notée z et il y a deux parametres : I’état initial 2
et une fonction de perturbation f. A ceci s’ajoute une fonction notée u qui dans un
premier temps peut étre vue comme un parametre mais qui, dans un second temps,
jouera le role d’'une commande. Voici le systéeme d’évolution de dimension infinie
avec condition initiale qui nous intéresse :

<EZO,u,f>{jgf})ifz‘g%(t»=B<t’“<t>’2<t>>+f<t> pp. QT

La notation p.p. vaut pour « presque partout » (I’ensemble des points ou 1’égalité est
fausse est de mesure de Lebesgue nulle). L’espace fonctionnel des états est imposé
par les conditions au bord et le calcul du colit que nous n’explicitons pas dans
cette partie. Le controle u apparait dans le terme B que nous supposons bilinéaire
relativement au contrdle et a 1’état. L’opérateur A est, en toute généralité, non
linéaire.

Triplet de Gelfand

Les états, définis sur 'intervalle de temps [0, 7], sont a valeurs vectorielles. Leurs
dérivées par rapport au temps sont a comprendre au sens des dérivées de distribu-
tions vectorielles (voir 'annexe B). Le cadre fonctionnel des triplets d’évolution de
Gelfand permet de définir les espaces adaptés aux images z(t) et 2(t). L'intégrabilité
est au sens de Bochner (voir I'annexe A).

Dans tout ce qui suit, H est un espace de Hilbert séparable et V' est un sous-
espace dense dans H. On munit V' d’une structure de Banach réflexif et séparable



et espace H est identifié avec son dual H* (c’est 1’« espace-pivot »). De plus, les
injections ci-dessous sont supposées continues et denses :

VCHCV".

Un tel triplet V. C H C V* est appelé « triplet d’évolution » ([52]) ou « triplet de
Gelfand ». Les normes sur H, V' et V* sont notées respectivement |.|, ||.|| et ||.||.. Le
produit scalaire sur H est noté (.,.)g et le crochet de dualité entre les espaces V* et
V est (.,.)yv«xy (ou plus simplement (.,.) et (.,.)). On impose enfin la compatibilité
entre les deux produits :

(o )m = () Exv-

Nous imposons que p appartienne a [2, co[ et nous notons
LP(V) := LP(0,T;V)

I'ensemble des classes d’applications fortement mesurables v : [0, 7] — V, intégrables
au sens de Bochner ([5]), telles que

T
/ lo(t)||P dt < oo.
0

C’est un espace de Banach muni de la norme

Jolly o= ([ ooy ey

En cas d’ambigiiité sur la norme nous serons amenés a préciser les notations. Par
exemple : ||.||Lr(v) ou ||.||zr(zr). Comme p est a fortiori strictement supérieur a 1, on
peut identifier les espaces (LP(V))* et LP"(V*) ol p* est le conjugué de p (voir [5],
page 50) :

1 1

p D
L’ensemble des états

W, (0, T) := {z € LP(V)|z est absolument continue et # € L* (V*)}

muni de la norme

12llw, == (=115 + 11211502
est un espace de Banach réflexif et séparable qui s'injecte continiiment dans C'([0,T]; H) ;
autrement dit, tout élément de W),,«(0,T") a un unique représentant continu. Des pré-
cisions concernant la notation Z sont données dans ’annexe B. Lorsque p est égal a

deux nous notons l'espace des états W (0,T).

Le controle u appartient a l'espace L"(Y') ou r = LQ (on pose r = oo lorsque

p = 2). A moins de signaler expressément le contraire, Y est un espace de Banach
réflexif et séparable.
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Hypothéses générales

(Hp) p € [2,00].

(
(
(H

1.
2.

(H)uelL(Y)our=

Zo) Z()EH

Hy) fe LV (H).

a) A0, T xV = V*
Vo € V,A(.,v) : [0,T] — V* est mesurable.

A(t,.) : V. — V* est bornée pour presque tout ¢ € [0, T]. Plus précisément,
en notant s := p_f_a :

Ja € [0,p — 1],3a; € L*(0,T;R"), Jay € L*(0, T;R™) tels que

JA ) < ar(t) + ax®lo]® pp. te€[0,T), V0 e V.

On ne peut pas choisir a strictement supérieur a p — 1 sinon s serait négatif.

. L’opérateur A(t,.) est p-coercif pour presque tout ¢t € [0, 7] :

K > 0: Vv € V, (A(t,v),v) > K|v|.
L’opérateur A(t,.) est monotone pour presque tout ¢ € [0, 7] :

<A(t,1)1) — A(t,vg),’l}l — ’U2> Z 0, ‘v’vl,vg eV

. Pour tous v; et vy appartenant a V', pour presque tout ¢ € [0, 7], 'opérateur

A est hémicontinu :
AE [O, OO['—> <A(t, U1 + )\Ug), ’U2>

est continue.

et Y est un espace de Banach réflexif et séparable.

p—
(Hg) B:[0,T]xY xH — H

A e

Yu € Y,Yv € H,B(.,u,v) : [0,T] — H est mesurable,

Yo e V,B(t,.,v) € Z(Y, H) pour presque tout t € [0, 7],

Yu €Y, B(t,u,.) € Z(H) pour presque tout ¢t € [0, 7],

b > 0,Yu € Y,Yv € H : |B(t,u,v)| < b||ul|y|v| pour presque tout ¢ € [0, T].

On suppose enfin 'hémicontinuité de B(t, u,.). Pour tous vy et v appartenant
a V', pour tout u appartenant a Y et pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] :

A € [0, 00[— (B(t, u,v1 + Ava), vq)

est continue.



Remarques.

1. La relation r = reliant les exposants p et r n’est pas fortuite. Elle nous

p J—
permet d’assurer que le terme bilinéaire appartient a LP™ (V).
2. L’hypothese p > 2 assure que r > 1.

3. L’opérateur A est borné, hémicontinu et monotone donc il est continu de V'
fort dans V* faible (voir le théoreme 9 dans 'annexe C).

4. L’exposant a de (H4)(2) est généralement égal a p—1 (cf. [38], th.1.2, p. 162).
5. Dans les travaux classiques d’étude du cas non linéaire, on considere parfois
(voir par exemple [27]) un jeu différent d’hypotheéses sur B. Notamment :

|B(t,u,0)] < b([Jully + o),

Il est a noter que cette hypothese n’est pas comparable avec celle que nous
utilisons.

Probléme bien posé

Le fait de traiter a part la non linéarité de A de celle introduite par la bilinéarité
nous permet de démontrer que I'équation d’état (E,, ., r) est un probleme bien posé
au sens de Hadamard. Autrement dit, nous vérifions les trois conditions ci-dessous :

1. I'équation (E,, . r) admet une solution z,

2. cette solution est unique,

3. cette solution dépend contintiment des parameétres zg, u et f.

Résultat 1 (Théoreme 1).— Soitp > 2, zg € H, f € LP" (V*). Sous les hypothéses
(Ha), (Hy,) et (Hp), si linjection de V' dans H est compacte alors il existe une
fonction et une seule appartenant a Wy,-(0,T) N L>(0,T; H) qui est solution de
(Ezou,z)-

De plus, en notant z,, . s le représentant continu a valeurs dans H qui prolonge
la solution de (E., .. ) a [0,T], la fonction

Hx L"(Y)x LP"(H) — C([0,T); H)
(207u7 f) — ZZ(LU,f

est localement lipschitzienne.

Nous comparerons (voir les remarques qui suivent I’énoncé du théoréme 1) les ré-
sultats d’existence et d’unicité du théoreme ci-dessus avec un théoreme général de
J.-L. Lions (Théoréme 1.2., chapitre 2, page 162, [38]). L'équation d’état (E., .. r)
fait apparaitre une partie non linéaire et une partie bilinéaire contenant le controle ;
dans la suite, elles seront estimées séparément. On pourrait considérer leur somme
en tant qu'une seule partie non linéaire. Cependant, des hypothéeses du théoreme de
J.-L. Lions ne seraient pas vérifiées.
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Probléme avec loi de feedback

Dans ce chapitre nous élargissons la classe des problemes modélisés en considérant
le probleme d’inclusion différentielle ci-dessous. En plus de vérifier ’équation d’état,
les contrdles sont restreints a une partie de l'espace des controles qui dépend du
temps et de I'état.

3(t) + A(t, 2(t)) = B(t, u(t), 2(t)) + f(t) pp. te€[0,T)
() { 2(0) = zg et u(t) € U(t,2(t)) pp. te [0%)713] (1.2)

Il s’agit d’'un probleme d’inclusion différentielle ou I'inconnue est la paire état-
contrdle (z,u). L’état initial zy et la perturbation f sont fixés. Le probleme (E.,, .. f)
est un cas particulier de (Fy) : les images de I'application multivoque U sont toutes
égales a l'espace des controles. Si U ne dépend pas des états alors c’est une contrainte
« de boite ». Enfin, dans le cas général, on parle de rétrocontrole (également de
controle feedback ou a priori; I'équation d’état est alors une loi de feedback).

Il est a noter que I’hypothese usuelle qui consiste a borner les termes non linéaires
comme chez [27], [10] et [15] n’est pas adéquate dans notre cas bilinéaire. En effet,
la encore, le fait de traiter a part la non linéarité de A de celle introduite par la
bilinéarité nous permet d’obtenir le résultat d’existence. Pour cette raison, nous
imposons une hypothése mieux adaptée aux controles.

La présence d'une hypothese qui lie a priori les controles aux états implique
que, méme si pour chaque contrdle admissible le probléme est bien posé (voir le
théoreme 1 et [19]), nous devons prouver 'existence d’une solution. Une solution du
probleme est un couple composé d'un controle et d’un état associé. Cette difficulté
est franchie dans le cadre mathématique des inclusions différentielles (cf. [3]). En
premier lieu, nous établissons des estimations a priori a l'aide du lemme de Willett
et Wong (voir [51] et [18]) qui s’avere un meilleur outil que le lemme de Gronwall-
Bellman dans notre cas. Le lemme de Gronwall est cependant suffisant quand un
controle a été fixé. De plus le lemme de Willett et Wong nous permet d’obtenir
des majorations uniformes relativement aux controles dans les estimations a priori
des états (voir [20]). Nous démontrons 'existence d’une solution avec un théoréme
de sélection mesurable (cf. [16]) ainsi qu’une version de type LP du théoreme de
sélection continue de Fryszkowski (voir [28]).

Nous ajoutons la contrainte de rétrocontrole ci-dessous.

(Hy) L’application multivoque U définie sur [0,7] x H prend ses valeurs dans
I’ensemble des parties fermées et non vides de Y et vérifie les hypotheses ci-dessous.

1. U(.,.) est de graphe mesurable,

2. Pour presque tout ¢t € [0,T], U(t,.) est semi-continue inférieurement. C’est &
dire que, pour toute partie fermée F' de Y, ’ensemble

{reH:U(t,z) C I}
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est fermé dans H. De fagon équivalente (cf. [31], prop. 2.26) : pour tout y appar-
tenant a Y, I'application x — d(y,U(t,z)) est semi-continue supérieurement
sur H.

3. Iy €[0,00[,3e; > 0,3y > 0,Vv € H :
|U(t,v)| ;= sup{||ully :uw € U(t,v)} <c1+ev|” pp. tel0,T].

Remarque. Dans les travaux classiques sur les cas non linéaires (voir par exemple
[27]), d'une part 'hypothese (Hp)(4) est remplacée par

|B(t,u,0)| < b([[ully + [0]77")

qui n’est évidemment pas satisfaite dans le cas bilinéaire. D’autre part I'inégalité de
(Hy)(3) est remplacée par :

U(t,0)] < ea(1+ [0]*7").

Estimations a priori

Résultat 2 (Théoreme 2).— Sous les hypotheses (H,), (H,,), (Hy), (Hu), (Hp),
(Ha) (1), si A est positive au sens ci-dessous :

Vo e V, (A(t,v),v) >0 pp. tel0,T],

et si la condition
_ 2b02
) (2l + 11 200:m) "

_ =7 (bert1/27T _ 1y >
ey + 1 (e )

est vérifiée, alors il existe une constante M, telle que pour toute solution z de (E . f)
on a l'estimation suivante :

(E1)  =lleqomm < My

Si de plus les hypothéses (Ha) (2) et (3) sont vérifiées alors il existe des constantes
My et M3 avec lesquelles on a les estimations ci-dessous pour toute solution z de

(EZO7u7f> 3

(B2) lzllry < M,
(E3) |2l ey < Ms.

Les démonstrations de ces estimations a priori reposent sur le lemme de Willett
et Wong ([51]) qui généralise le lemme de Gronwall. Le résultat d’existence annoncé
est :

Résultat 3 (Théoreme 3).— Sous les hypothéses (Hp), (H.,), (Hy), (Ha), (Hu),
(Hp), (Hy), si () est vérifiée et si V s’injecte de fagcon compacte dans H alors
léquation (Ey) admet une solution dans Wp,-(0,T) x L™(Y).
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Controle optimal

Nous nous intéressons ensuite au controle optimal de systemes gouvernés par
I’équation d’état non linéaire et de type bilinéaire que nous avons étudié dans le
premier chapitre. C’est un probleme de Bolza posé dans des espaces de Banach. Nous
considérons des cofits convexes qui sont des sommes de termes prenant en compte
séparément les cofits relatifs aux états et aux controles. Il est a noter que nous
n’imposons pas la positivité a ces cofits. Nous démontrons l'existence d’'une paire
optimale puis des conditions nécessaires d’optimalité pour une telle paire optimale a
l'aide des régularisées de Yosida et d’'une méthode de pénalisation du cofit (cf. [4]).

La condition initiale zy et la perturbation f sont fixées. Le cofit est défini par

J: IP(H)x L"(Y) — |- o00,00]
(2, u) — (D)) + Jy F(2(8))dt + fy Glult))dt.

Le probleme de contrdle optimal est
(Ps.f) inf{J(z,u)|z est solution de (E,, . f)}

Rappelons que

(Ezo,u,f){ EE({‘]))Z leéf,z(ﬁ)zB(t,u<t),z<t))+f<t) pp. te[0,T)

En plus des hypotheses qui assurent le fait que (E,,, r) soit bien posé, nous in-
troduisons les hypotheses (Hy), (Hr) et (Hg) qui portent sur le coiit (cf. [5] page
250).

(Hy)) ¢:H —[0,00]

1. ¢ est convexe, semi-continue inférieurement (sci) et propre.

2. D({)NC,, # 0 ou Pon définit le domaine effectif de ¢
D) :={ve H:{l(v) <oo}

et I’ensemble des états atteignables depuis I’état initial z
Cp={veHIuel(Y): z(T)=v

et |/ (z(t dt+/ t))dt| < oo}

ou z, est I'unique solution de (E,, ., f).
(Hp) F:H —]— 00,
1. F est convexe, semi-continue inférieurement et propre.

2. d¢>0: F(¢) > —¢/¢|,¥( € H.
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3. F est localement bornée.
(Hg) G:Y — [0,00]

1. L’espace des contrdles Y est un espace de Hilbert séparable.

2. G est convexe, semi-continue inférieurement et propre.

3. Dans le cas ou p > 2 il existe une fonction continue, convexe et croissante
w(x?)
o

w: RT — RT qui vérifie w(0) = 0, lim, = o0 et telle que

Gv) z w(|vlly), Ve L' (Y).

Si p = 2 alors l'on suppose que G(v) > w(||v]|s)-

4. Tl existe ug € L"(Y) tel que G(up) € L"(0,T;R).
Pour établir les conditions nécessaires d’optimalité nous imposons a 'opérateur A
d’étre différentiable pour presque tout ¢ € [0, T]. Sa différentielle notée A’ vérifie les
hypotheses ci-dessous.

(Ha) A'(t,.):V —- Z2(V,V*) pp. tel0,T]

Pour tous v et w appartenant & V' et pour presque tout ¢ appartenant a [0,77] :
A'(.,v)w est mesurable,
il existe a; € L(0,T;R™) tel que ||A'(¢, v)wl. < aq(t)||w]l;
il existe ag > 0 tel que (A'(t,v)w,w) > as||w]P.

Ll e

il existe ag € L*°(0,T;R") tel que pour tous v et w appartenant a H :
[A'(E,0) = A'(t, )| .2 < as(t)|v —w].

Résultat 4 (Théoreme 4).— Sous les hypothéses (Hy), (H,,), (Hy), (Ha), (H,)
et (Hg), si linjection de V dans H est compacte et si de plus l'on consideére les
hypothéses (Hy), (Hp) et (Hg) alors le probléme (P, ¢) admet au moins une paire
optimale dans C([0,T); H) x L"(Y).

Nous obtenons le systeme d’optimalité du probleme (P, ¢).

Résultat 5 (Théoreme 5).— Si (z,u) est une paire optimale pour le probléeme
(Pyy.f), en supposant (Har) et si Z(T') appartient a lintérieur de D(€) alors il existe
(p,q) appartenant a C([0,T]; H) x L*(H) telle que pour presque tout t € [0,T] :

—p(t) + [A'(t, Z(1))]'p(t) € [B(t, ult), )]"p(t) + OF (2(1))
p(T) € 9(=(T))
—(p(t), B(t,.,2(t))n € OG(u(t)).

Précisons les notations. Pour tout v € V', pour presque tout ¢ € [0, T, 'opérateur
linéaire A'(t,v) € Z(V,V*) admet l'opérateur adjoint [A’(t,v)]* € L (V*, V). Pour
tout u € Y, pour presque tout t € [0,T], l'opérateur B(t,u,.) € Z(H) admet
l'adjoint [B(t,u,.)]* € ZL(H).
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Analyse de sensibilité

La bilinéarité des équations d’état est un cas particulier de non linéarité pour
lequel nous obtenons des résultats de sensibilité. Nous nous intéressons a une pertur-
bation qui est présente sous la forme d’un terme additif dans I’équation d’état. Afin
de focaliser notre attention sur le terme bilinéaire, nous analysons la sensibilité rela-
tive a cette perturbation pour des problemes dont les équations d’état sont de type
semi-linéaire. C’est a dire que, 'opérateur B étant encore bilinéaire relativement au
controle et a I’état, 'opérateur A est supposé, a partir de maintenant, linéaire. De
plus, le cofit est supposé différentiable, quadratique et strictement convexe.

De nombreux modeles s’occupent de contrdles bornés presque partout. Sachant
que r est infini, cette hypothese habituelle sur les controles est compatible avec le
fait de prendre p égal a deux. Dans les deux modeles étudiés ci-dessous, nous sommes
dans le cas particulier ou 'espace des controles est de dimension finie : ¥ = R";
autrement dit, les contrdles ne sont pas distribués sur le domaine d’espace.

Un premier exemple est développé. C’est un probléeme de contrdle optimal avec
contrainte d’égalité. Nous étudions un modele de déformation mécanique de la glace
utilisant 'opérateur bilaplacien qui est du quatrieme ordre. Le terme bilinéaire est de
la forme u - Vz. Cette forme particuliére (voir [14]) permet d’obtenir des majorants
dans les deux premieres estimations a priori qui ne dépendent pas des controles. A.
Addou et A. Benbrik ont démontré dans [1] que, sous réserve d'imposer a 1’état initial
d’étre suffisamment petit, ce controle optimal était unique. En exploitant le systéme
d’optimalité on obtient un résultat nouveau : la majoration a posteriori du controle
optimal au sens de la norme L? et sa régularité relativement a la perturbation.
Ainsi 'on démontre un premier résultat de régularité; la fonction valeur optimale
est localement lipschitzienne.

Etablir des estimations a priori sur les solutions éventuelles de 1’équation d’état
permettra dans ce qui suit d’utiliser des résultats de compacité. Nous nous référerons
alors aux résultats d’existences démontrés dans la premiere partie. Avant d’aborder
les estimations a priori proprement dites nous établissons un lemme qui traduit une
propriété du terme bilinéaire souvent rencontrée dans les applications (cf. [14]) :
(u-Vz, z) = 0. Cette propriété se révélera d’'importance lors de 1’étude du probleme
de contrdle optimal. En effet, nous démontrerons non seulement l'existence d’un
contrdle optimal mais également son unicité.

Soit ’application qui a un contrdle associe 'unique solution de ’équation d’état
associée lorsque I’état initial est fixé.

0:L*0,T;R") x L*(0,T; H) — W(0,T)N L>(0,T; H)

Comme 'équation d’état admet une unique solution quand les parametres sont fixés,
nous introduisons le cotit réduit. Pour tout contréle u € L*°(0,7T), nous noterons

j(u) = J(O(u, ), u).
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L’opérateur bilaplacien a des propriétés de différentiabilité ainsi nous pouvons
démontrer plus que dans la premiere partie quant a la régularité de la solution
relativement aux controles : I'application 6(., f) est différentiable au sens de Fréchet.
Sa dérivée directionnelle étant la solution d’une équation notée (E.D.), nous serons
a méme de caractériser le controle optimal a I'aide du systeme d’optimalité qui est
alors un systeme ordinaire ou n’apparaissent que des égalités.

Résultat 6 (Proposition 10).— Pour zy et f fizés, Uapplication 0(., f) est diffé-
rentiable au sens de Fréchet. Pour tous u et v appartenant a L*(0,T;R™) sa premiére

00
dérivée partielle, notée a—(u, f).v, est l'unique solution de I’équation
u

(E.D.) { Eg))i% y(t) = u(t) - Vy(t) +v(t) - Vz(t) pp. te[0,T]

ou z est l'unique solution de (E, .. 5).

Résultat 7 (Théoreme 6).— Le cott réduit j est directionnellement dérivable et,
pour tous u et v appartenant a L*(0,T) :

., n 0z
() = 251 (v s+ (0, ) o (1.3

oup € L*(0,T;V) est l'unique solution de l’équation adjointe ci-dessous.

(E.A) { ;(Z;(;):+O.A2p(t) =u(t)- Vp(t)+2(t) pp. tel[0,T]

Nous en déduisons 'unicité de la paire optimale.

1
Résultat 8 (Proposition 11).— 57 |z| + V2| fllz201mm) < 7 alors la paire
optimale est unique dans N ; X ; .
P l que dans (W(0,7)N L>(0,T; H)) x L>(0,T;R")

De plus, les contréles optimaux sont bornés et réguliers relativement aux pertur-
bations.

2
Résultat 9 (Lemme 20).— ||u|| 120, r;rm) < g

Résultat 10 (Lemme 21).— Pour j € {1,2}, soit u; l'unique contréle optimal
associé a la perturbation f;. On a

|ug — ur][z20,7mm) < 1_72[0(2Hf2 — fillz2o,1;m)-
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pour toute constante « telle que
. 1
|20l + V2max{|| fill 2005 € {1,2}} <a < 7

Pour toute perturbation f € L?(0,T; H), I'état initial zy étant fixé, la fonction
valeur optimale est définie par

o (f) = it {J(O(u, f), u)lu € L2(0, T;RY)}.
Nous obtenons un premier résultat de stabilité de la valeur optimale.

Résultat 11 (Théoreme 7).— La fonction valeur optimale ¢ est localement lip-

schitzienne sur {f € L*(0,T; H) : |zo| + V2| fll 120,711y < %}

La formulation lagrangienne du probleme de controle optimal permet d’expliciter
les dérivées directionnelles de la fonction valeur optimale (cf. [8], 5.5 Contraintes
d’image dans un convexe et [9], Section 2.3) sur deux exemples ou p = 2. Il est
important de noter que l'on pourra considérer que r = 2 au lieu de r = oo (cf.
lemme 1). En effet, les problemes (Py) sont bien posés et différentiables au sens des
normes L? relativement aux états et aux controles. Le fait que les normes L*(Y) et

L>*(Y) ne sont pas équivalentes n’est plus un obstacle a I'analyse de sensibilité (cf.
[39]). Pour tout (z,u,p, f) € W(0,T) x L*(0,T;R™) x L*(0,T;V) x L*(0,T; H) :

$<z7u7p7 f) = J(Z,U) + <Z + A2Z —u-Vz— f7p>L2(H),L2(V) + (Z<0) - z07p<0))H-

Soit (z,u) la paire optimale et p 'adjoint associés a la perturbation de référence
nulle. Nous noterons z := (2,4, p) et £ = £ (%, u,p,0). Pour alléger les notations,
des indices indiquerons les dérivations. Les conditions nécessaires d’optimalité en z
se traduisent par la nullité du gradient de ce Lagrangien.

_ 2 Or2v)
L= Zu | = 0207
2 Or2v)
Soit T := (2,u,p) un point ol les conditions nécessaires du premier ordre sont

vérifiées. Par hypothese %, est de classe C! et la hessienne du Lagrangien J#.%(T)
admet un inverse borné ainsi nous pouvons appliquer le théoreme des fonctions
implicites (cf. [21], tome I, p. 275).

Résultat 12.— Sous les conditions de la proposition 12, pour toute perturbation
5f € L*(0,T; H), la dérivée directionnelle de la fonction valeur optimale en 0 dans
la direction 0 f est donnée par la formule ci-dessous.

©'(0;6f) = —(f, D) L2(0,1:),L20,1:v) - (1.4)
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Nous traitons un second exemple de modele de stockage thermique prenant en
compte la réaction, la diffusion et la convection (voir [36]). C’est un probleme de
controle optimal avec contrainte d’inégalité. Ici, le terme bilinéaire uz n’a pas la
propriété précédente qui permettait de borner les contrdles admissibles mais 1’on
impose une contrainte de boites aux controles. Le probleme de controle optimal est
alors un probleme polyédrique pour lequel les conditions suffisantes d’optimalité sont
encore vérifiées (cf. F. Mignot [44] pour 'introduction du concept de polyédricité,
les travaux de J. F. Bonnans [8] (5.4) pour les techniques d’analyse de sensibilité
sous des contraintes polyédriques et aussi la these de N. Merabet [43] ot I’équation
d’état est semilinéaire avec un contréle qui y intervient de fagon additive). Nous
proposons, comme références, les travaux de F. Troltzsch [50], R. Griesse et B. Vexler
[30] pour obtenir encore des résultats de sensibilité dans le cas ou des contraintes de
boite sont imposées aux contrdles ainsi que pour des controles distribués (voir aussi
I'application récente a I’équation de Schrodinger [34]). Les conditions d’optimalité
s’écrivent alors sous la forme d'une équation généralisée et c’est un théoreme de S.
Robinson (voir [48], [22] et [9]) qui joue le réle du théoréme classique des fonctions
implicites.
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Chapitre 2

Equation d’état de type bilinéaire

2.1 Notations et cadre fonctionnel

2.1.1 Motivations

Nous étudions dans ce chapitre des équations aux dérivées partielles (EDP) qui
modélisent une large classe de problemes d’évolutions. La grandeur appelée « état »
est distribuée sur une partie de 'espace et évolue durant I'intervalle de temps [0, 7.
Pour citer quelques exemples qui seront autant de prétextes a mettre en oeuvre nos
résultats on utilisera des modeles de stockage thermique, de déformation de la glace
ou de plaques vibrantes.

Au lieu de travailler directement sur ces EDP d’évolution, le choix d’un triplet
d’évolution de Gelfand adapté aux ordres de dérivation et aux contraintes de bord
permet de se ramener a une équation différentielle dont I'inconnue ne dépend plus
que du temps. Par contre les solutions éventuelles sont a valeurs dans un espace
fonctionnel.

L’inconnue est I'état noté z et il y a trois parametres : I'état initial z, le controle
u et la perturbation f. Voici le systéeme qui nous intéresse :

(Emf){jﬁé))jﬁ;z(t»=B<t,u<t>,z<t>>+f<t> pp. tEQT] o)

Dans un second temps, en plus de vérifier I’équation d’état, les controles seront
contingentés dans une partie de I'espace des contrdles qui dépendra du temps et de
I’état. Nous noterons

S(t) + At 2(t) = B(t,u(t), 2() + f(t) pp. te0,T]
t

(Ev) { 2(0) = zo et u( ):E U(t,z(t)) pp. t€]0,T] (2:2)

le probléeme d’inclusion différentielle ou I'inconnue est la paire état-contréle (z,u).
L’état initial zg et la perturbation f sont fixés. Remarquons que le probleme (2.1) est

19
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le cas particulier de (2.2) ou les images de la multiapplication U sont toutes égales
a l'espace des controles. Enfin dans le cas général le terme « rétrocontrole » (on dit
aussi controle feedback ou a priori) fait référence au fait que les contrdles dépendent
des états.

Tout d’abord des exemples sont présentés. Ensuite les estimations a priori sur
les états seront démontrées en s’appuyant sur des inégalités de « type Gronwall ».
L’inégalité classique de R. Bellman [6] suffit dans le cas ot I'on peut se contenter de
majorants qui font intervenir la norme des controles. Par exemple quand le controle
est fixé. Une inégalité moins connue de D. Willett et J.S.W. Wong [51] s’avere parti-
culierement adaptée pour établir ’existence d’une solution au probleme d’inclusion
différentielle (2.2). Cette premiere partie se termine avec le théoreme d’existence de
solutions pour cette inclusion différentielle.

2.1.2 Exemples
Modele de stockage thermique en dimension un (I)

Les échanges thermiques entre un fluide caloriporteur et un milieu poreux se
traduisent par des phénomenes de diffusion, de conduction et de convection (cf. [26]
t [32]). L’opérateur Laplacien et le terme bilinéaire en état et controle modélisent
respectivement la diffusion et la convection. La température du fluide z; et celle
du milieu poreux solide zy sont des fonctions de deux variables (¢, x) définies sur
[0,T] % [0,1] et a valeurs dans R. En agissant sur la vitesse d’écoulement v du fluide,
I’'on controle le systeme d’équations aux dérivées partielles suivant :

821 62 821
5 —(t,x) = k1 —= 52 (t x) + K[zt x) — z1(t, x)] v(t)a
21(0, ) = 2{(x)
Zl(t O) = Zl( 1) 0
% (1 1) = 22 (1, 2) + Kilea(t, ) — 2alt, )] + folt, )
8t X 26 Xz Z1 X Z9 X 2\l, T
25(0,2) = 23(x)

25(t,0) = 25(t, 1

(t, ) + fi(t, x)

) =0

Pour fixer les idées nous supposons que les températures du fluide a 'entrée et a la
sortie de I’échangeur thermique sont au niveau de référence 0.

Notons V' := Hy(0,1) x Hy(0,1) ot Hy(0,1) := H?*(0,1) x H?(0,1) et H :=
L*(0,1) x L*(0,1). Nous définissons les opérateurs :

82
o ko b —k I
= , 82 , : — .
—K) —hys + K
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0 0
Bi:(ﬁ_x ):V—>H.
0 O

L’état z : [0,T] — V est donné par

= 207)

Sa dérivée Z est au sens des distributions. Le controle est v : t € [0,1] — wv(t,.) €

L*(0,1); enfin f := < jzl
2
tielle s’écrit comme ci-dessous.
2(t) + A(t)z(t) = u(t)Bz(t) + f(t) p.p. t€]0,T]
2(0) = 2.

0
z . , . iy
) et zp 1= ( z%) ) Avec ces notations ’équation différen-
2

Modele de déformation mécanique de la glace avec le p-Laplacien

Une fine plaque est fixée le long de sa frontiere. Considérons un controle u qui agit
pendant Uintervalle de temps [0, T] sur le gradient de déformation de cette plaque,
le déplacement z est solution de I’équation aux dérivées partielles du second ordre

(cf. [38]) :
0%z

o (t2.y) = div(|Va(t, 2, y) PVt 2,y))
0z
(ED. gy 4 = St g (tay) + f(t2,y) - dans ]0, T[>

2(t,z,y) =0 sur |0, T[x00

0
2(0,2,y) = 20(w,y) et 5=(0,2,9) = z1(z,y)  dans

ol  est un ouvert de R? dont la frontiere 9 est de classe C? et 'on note le
p-Laplacien :
A,z = div(|Vz[P2Vz).

Posons :

z 0 0
Z::(ﬁz),ﬁ::<f>,%::<0 1>et%’i:<8 )
gz 0 A, 0 0

L’équation (ED,, ., . f) s’écrit donc sous la forme bilinéaire

5 Z(t)+ () Z(t) = B(t,u(t), Z(t)) + F(t) pp. te|0,T]
(Brosus) Z(0) = Zy
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Bt,u(t), Z(1) =[S (D) B0 Z(t) pp. te0,T].

Z‘_(5@>)
5(0)

Il est a noter que dans cet exemple le contrdle n’est pas distribué sur le domaine
d’espace.

et

Cas particulier des systemes linéaires

Considérons les équations d’état linéaires de type :

@@Wﬂ{igii@dw+3®ww+ﬂw]w.tEMﬂ

Pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7], n et r étant deux entiers naturels non nuls,
I'état est z : [0, 7] — R™, le controle u : [0,7] — R", I'application A(t) est a valeurs
dans 'ensemble des matrices réelles de n lignes et n colonnes noté M, ., (R) tandis
que B(t) est a valeurs dans M, (R). En notant B;(¢) la i-éme colonne de la matrice
B(t) nous définissons :

() (1) () ().

Soit u;(t) la i—éme composante du vecteur u(t), on a :
B(t)u(t) = X_ju;(t)Bi(t) p.p. t€]0,T].

L’équation (EL,, ., f) s’écrit donc sous la forme bilinéaire

5 Z(t)+ A () Z(t) = B(t,u(t), Z(t)) + F(t) pp. te|0,T]
vt 7(0) = 2,

ou

Bt,u(t), Z(1) = [S_ (DB Z(t) pp. te0,T].

1=

et
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2.1.3 Cadre fonctionnel pour les états

Les états, définis sur 'intervalle de temps [0, 7], sont a valeurs vectorielles. Leurs
dérivées par rapport au temps sont a comprendre au sens des dérivées de distri-
butions vectorielles (cf. annexe B, lemme B.1). Le cadre fonctionnel des triplets
d’évolution de Gelfand permet de définir les espaces adaptés aux images z(t) et 2(t).
L’intégrabilité est au sens de Bochner (cf. annexe A).

Triplet d’évolution de Gelfand

Dans tout ce qui suit, H est un espace de Hilbert séparable et V' est un sous-
espace dense dans H. On munit V' d’une structure de Banach réflexif et séparable
et 'espace H est identifié avec son dual H* (c’est 1’« espace-pivot »). De plus, les
injections ci-dessous sont supposées continues et denses :

VCHCV"

Un tel triplet V- C H C V* est appelé « triplet d’évolution » (voir [52]) ou « triplet
de Gelfand ». Les normes sur H, V et V* sont notées respectivement |.|, ||.|| et ||.||.
Le produit scalaire sur H est noté (.,.)y et le crochet de dualité entre les espaces V*
et V est (.,.)v«xyv ou plus simplement (.,.). On impose enfin la compatibilité entre
les deux produits :

(o) = () Exv-

Espace des états

Nous imposons que p appartienne a [2, co[ et nous notons
LP(V) := LP(0,T;V)

I'ensemble des classes d’applications fortement mesurables v : [0, 7] — V intégrables
au sens de Bochner (voir [5] page 49) telles que

T
/ lo(®)||Pdt < +oo.
0

C’est un Banach muni de la norme

Jolly = ([ eto) 1P ey

En cas d’ambigiiité sur la norme nous serons amenés a préciser les notations. Par
exemple : ||.||r(vy ou ||.||zecary. Comme p est en particulier strictement supérieur a
1, on peut identifier les espaces (LP(V))* et LP"(V*) o p* est le conjugué de p.
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L’ensemble des états
W,p-(0,T) := {z € LF(V)|2 € LF" (V*)}
muni de la norme

2 >1/2

p*

l2llw, == (llzll; + 12

est un Banach réflexif et séparable qui s’injecte continiiment dans C'([0,T]; H) ; au-
trement dit, tout élément de W,,«(0,7") a un unique représentant continu (cf. annexe
B, théoreme 23).

Le contrdle u appartient a 'espace L (Y') ou r =

p _
— (on pose r = oo lorsque

p = 2). A moins de signaler expressément le contraire, Y est un espace de Banach
réflexif et séparable.

2.1.4 Hypotheses

1. Yo e V. A(.,v) : [0,T] — V* est mesurable.
2. A(t,.) : V. — V* est bornée pour presque tout ¢ € [0, T]. Plus précisément,

en notant s ;= —2— :
p—1l—a

Ja € [0,p — 1],3a; € L*(0,T;R"), Jay € L*(0, T;R™) tels que

|A(t, v)||« < ai(t) + ax(t)||v]|]* pp. t€]0,T],YveV.
On ne peut pas choisir a strictement supérieur a p — 1 sinon s serait négatif.

3. Lopérateur A(t,.) est p-coercif pour presque tout ¢t € [0,7] :
K > 0: Vv € V, (A(t,v),v) > K|v||.
4. L’opérateur A(t,.) est monotone pour presque tout ¢t € [0, 7] :
(A(t,v1) — A(t,ve),v1 —v9) >0, Vouy,vy € V.

5. Pour tous v; et vy appartenant a V', pour presque tout t € [0, 7], 'opérateur
A est hémicontinu :

AE R+ [— <A(t,'l}1 + )\UQ),'U2>

est continue.
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(H)uelL'(Y)our= b 5 et Y est un Banach réflexif séparable.

(Hy) B:[0.T)x Y x H — 1

Vu e Y, Vv € H,B(.,u,v) : [0,T] — H est mesurable,

Yo € V, B(t,.,v) € Z(Y, H) pour presque tout ¢t € [0, 7],

Vu €Y, B(t,u,.) € Z(H) pour presque tout ¢ € [0, 7],

b > 0,Yu € Y,Yv € H : |B(t,u,v)| < b||ully|v| pour presque tout ¢ € [0, T].
On suppose enfin ’hémicontinuité de B(¢, u, .). Pour tous v; et vy appartenant a

V', pour tout u appartenant a Y et pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] :\ €
R* —— (B(t,u,v; + Avy), v9) est continue.

AN

2.1.5 Justification du choix des espaces

Proposition 1.— Sous les hypothéses (H,), (Ha) (1) et (2), pour tout v appar-
tenant a LP(V') :
A(, () € LP (V).

Démonstration. Commencons par le cas ou « appartient & |0, p — 1[. Sachant que :

[AC, () < aa () + aa()flo()]*

et en utilisant le fait que a4(.) est p*-intégable au sens de Lebesgue nous devons seule-
ment montrer que (as(.)||v(.)||*) est intégrable. Appliquons I'inégalité de Young :

* *

(@O O < el + == le)P

o as(.)® et ||v(.)||P sont supposées intégrables.
Si a est nul alors s est égal a p* et si a est égal a p — 1 alors s est infini. Dans
ces deux cas on obtient évidemment le résultat attendu. O

Proposition 2.— Sous les hypothéses (H,), (Hg) (1) et (2), pour tout u appar-
tenant a L"(Y') et pour tout v appartenant a LP(H) :

B(.,u(.),v(.)) € LP (H).
Démonstration.
1Bt (o), o) de < [ bl o) dr

Soit ¢ le conjugué de p — 1, on vérifie que p*q = r et p*(p — 1) = p. On applique
I'inégalité de Holder a u € L*(0,T;U) et v € LP(V).

[ 1Bt o) d <o [ (o) [ ool ey e,
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Donc
1B(,u(.), v()lpes ay < bllullellvllzec).-
O

Nous terminons cette section par une nouvelle majoration du terme bilinéaire
quand p = 2. Le lemme ci-dessous sera utile dans le quatriéme chapitre ou 1'on
montrera que le probléme (E.,, , ;) est bien posé avec 'hypothése u € L?*(Y) au lieu
de u € L>®(Y).

Lemme 1.— I existe une constante positive K telle que, pour tout u € L*(Y) et
pour tout z € W(0,T) :

1B(u(.), 2|2y < 0K [ull 2oy | 2llwo.z)- (2.3)

Démonstration. Soit uw € L*(Y) et z € W(0,T). L’hypothése (Hg)(4) permet d’ob-
tenir la majoration ci-dessous.

T T
/ \B(u(t),z(t)\thS/ O [u(®)[[3-12()*dt < b2 [|ullF2(yy max {|2(t)[*}.
0 0 t€[0,T]

Notons K la constante de l'injection continue W(0,7) — C([0,T]; H).

T
/0 | B(u(t), z(t)*dt < b K?||ull 2 121 0.1)-

Solution

L’état initial zy et le controle u étant fixés respectivement aux espaces H et
L"(Y'), nous appellerons solution de (E,, , ) tout état z appartenant a W,,«(0,7")
tel que (E,, ., r) soit satisfaite.

2.2 Probleme bien posé

Nous démontrons que I'équation d’état (E,,,, ) est un probleme bien posé au
sens de Hadamard. Autrement dit, 'équation (£, , r) admet une solution z,,, f,
cette solution est unique et dépend continiment des parametres zg, u et f.

Théoréme 1.— Soit p > 2, 20 € H, f € LP" (H). Sous les hypothéses (Ha), (H.,)
et (Hg), si Uinjection de V' dans H est compacte alors il existe une fonction et une
seule appartenant a Wy,-(0,T) N L>(0,T; H) qui est solution de (E, ., r)-
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De plus, en notant z,, . ¢ le représentant continu a valeurs dans H qui prolonge
la solution de (E., .. ) a [0,T], la fonction

Hx L'(Y)x LP"(H) — C([0,T); H)

(207 u, f) — Zzo,u,f
est localement lipschitzienne.

Remarques. Il est intéressant de comparer les résultats d’existence et d’unicité
du théoreme ci-dessus avec un théoreme général de J.-L. Lions (Théoreme 1.2.,
chapitre 2, page 162, [38]). L’équation d’état (E,, ., r) fait apparaitre une partie non
linéaire et une partie bilinéaire contenant le contrdle; dans la suite, elles seront
estimées séparément. On pourrait considérer leur somme en tant qu’'une seule partie
non linéaire. Cependant, des hypotheses du théoreme de J.-L. Lions ne seraient pas
vérifiées. Détaillons les différences entre ces deux théoremes.

1. J.-L. Lions suppose que p est strictement supérieur a un. Nous imposons a p
d’étre supérieur ou égal a deux afin de pouvoir définir I’espace des controles
de type L" ou r = P

p—2

2. Les opérateurs non linéaires considérés par J.-L. Lions sont des cas particuliers
de ceux du théoréme 1 car ils sont définis sur V', au lieu de [0,T] x V, et a
valeurs dans V*. De plus, c’est le cas particulier de (H4)(2) ou « est égal a
p — 1 et a; est nulle.

3. Pour tout contrdle v € L"(Y), notons F(.,.) :== A(.,.) — B(.,,u,.). Sip > 2
alors 'hypothese (Hp)(4) ne permet d’assurer, pour z € V| ni de majoration
du type ||F(2)|« < ¢||z]|P~!, ni de p-coercivité de F.

4. Méme dans le cas ou p = 2, F' n’est pas p-coercif. En effet, on peut considérer
le cas particulier ou A est nul et ou 'opérateur bilinéaire a la propriété (voir
la section 4.2.) :

(B(.,u,z2),z) =0.

Le probleme (E,, , ) est posé dans un espace de dimension infinie. On commence
par montrer 1'unicité de la solution afin de mettre en oeuvre la méthode d’approxi-
mation de Galerkin. Cette méthode consiste a résoudre des problemes approchés
dans une suite croissante (au sens de l'inclusion) de sous-espaces de dimensions fi-
nies. Chaque probleme approché est plus facile a résoudre que le probleme initial et
admet une unique solution. On construit ainsi une suite de solutions notée (2, )men-
dont on montre la convergence quand la dimension des espaces d’approximation
tend vers l'infini. (Cette convergence se démontre a 'aide d’estimations a priori.) La
derniere étape est la preuve que cette limite est la solution du probleme (£, . f).
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2.2.1 Unicité

Commengcons par démontrer 1'unicité d'une solution au probleme (E,, , r). Sup-
posons l'existence de deux solutions z; et zo. Leur différence z; — 25 notée z vérifie :

{ zgg))Jr zg(t, 21(1)) — A(t, 20(t)) = B(t,u(t), 2(t)) p.p. te€[0,T]

Pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7], z(t) appartient & V. Intégrons sur [0,¢] le
produit de dualité ci-dessous.

/O (3(7) d¢+/ (7, 21(7)) — A(T, 20(7)), 21(7) — 20(7)) dir
_/ (7)), 2(7)) dr.

(t)|? +/ (1,21(7)) — A(T, 29(7)), 21(T) — 22(7)) dT

:/0 (B(r,u(r), (7)), 2(7)) dr.

La monotonie de A (H4)(4) et I'hypothese (Hp)(4) fournissent la majoration :

2OF <20 [ ()l () dr.

Le lemme de Gronwall permet de conclure a la nullité de z pour presque tout ¢
appartenant a [0, 7.

Remarque. Pour démontrer ce résultat d’unicité nous n’avons pas utilisé toutes
les hypotheses.

2.2.2 Existence de solutions approchées

L’espace V est séparable. Il existe une suite (e,,)men+ d’éléments de V' telle que :

1. pour tout m € N*, les premiers termes eq, €, ..., €, sont linéairement indépen-
dants et

2. I'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de cette suite est dense dans
V' (et donc dans H et V*).

Considérons le probleme (P,,) ci-dessous posé dans ’espace engendré par V,,
Vect{ey, e, ...,e,}. Les solutions de ces systemes d’équations différentielles ordi-
naires sont notées (2, )men--

(Pm){ Zm(t) + A, 2m(t)) = ( u(t), 2m(t) + fu(t)  pp. t€[0,T]

Zm(0) = 2om, 1<j<

ot frn(.) == X0 (f(1), €5) €5 et zom = 271, (20, €5) €.
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Proposition 3.— Sous les hypotheses du Théoréme 1, pour tout m > 1, le pro-
bléeme (P,,) admet une unique solution z,, qui appartient a V,,.

Démonstration. Nous appliquons le théoréme d’existence de Carathéodory (cf. an-
nexe E, théoréme 14) a la fonction F,, : [0,7] x V,, — R™ qui est définie ci-dessous.
Pour tout ¢ € [0,7T] et tout v € V,,,, m étant fixé, 'on pose :

Fn(t, 0) i= B4 (A, 2m(1) = B(E, ult), v(t)), €5) + fm(t)]-

La mesurabilité de F,,(.,v), pour tout v € V,, découle des hypotheses (Ha)(1),
(Hp)(1) — (3) et (Hy). Sa continuité en v se déduit du fait que, pour presque tout
t € [0, T], 'opérateur A(t,.) est monotone et hémicontinu. Donc ses restrictions aux
sous-espaces vectoriels de dimensions finies sont continues (cf. [11], prop. 9, page
123). Enfin, la condition de minoration sur tout compact de V,, est assurée par les
hypotheses (H4)(2) et (Hg)(4). O

2.2.3 Estimations a priori

Le lemme ci-dessous est utile pour démontrer la convergence dans W,,«(0,7") de
la suite des solutions approchées (z,)men--

Lemme 2.— Sous les hypothéses (H,), (H,,), (Hy), (Hy), (Hp), (Ha) (1), (2) et
(3), il existe des constantes my, my et mg telles que pour toute solution z de (E,, .. f)
on a les estimations suivantes :

(E1) Nzlleqorsm < ma,
(E2) lzllzeqvy < ma,
(B3) Nzl ey < ms.

Démonstration. Pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] :

(2(2), () + (A(t, 2(2)), 2(1)) = (B(t, u(t), 2(1)), 2(1)) + (f (1), 2(1))  p-p-

1d
2dt
On applique deux fois I'inégalité généralisée de Young. (Pour tout € > 0, a > 0 et

p D P
b>01’ona:ab§i+

O + Kl < bllu®)llylzF + [fOl0] pp. te[0,T]. (24)

—.) Pour tous € et v strictement positifs, sachant que

prep
le conjugué de r est p/2, pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] :

" 207 7

]_ d 9 D € r P p* Cp
@ 2OF + Klz017 < b + o l=017) + I @R+ 2l

Ol
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L’on note C' la constante d’'injection de V' dans H : |.| < C/|.||. On peut choisir € et

v tels que :
2b 1 pK

ep/2  yp (O

Ainsi
O pp. te0,T)

2 € r v
il < h—
L e <o oy +
En intégrant sur [0, ¢] inclus dans [0, 7] :

2be”
|2(t)* <

Zp*(H) p.p. te0,T].
On obtient la premiere estimation :

(Er)  lzlleqomsm < ma

ou
2be”

mi = (|zg] + ——[lull; + D2

La seconde estimation se déduit de (2.4) en 1ntegrant sur [0, 7.

T T
K/‘ Pd%<ﬂ%ﬁ+bm{/|mdwwﬁ+nhé F(b)ldt.
Donc
(Ea)  lzll, < m2
ou 1
my = (5 aol? + bl + 1)

La troisieme estimation s’obtient en utilisant les deux estimations ci-dessus. Dans
I'équation d’état, pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] :

12 < [AE 2@« + B, w(t), 2(O) |« + [ F Ol pp.

120)]1. < ar() + ax(®)12(0)|* + CIBE, ult), 2O + | /D). pp.
Notons : as () = ax (t) + 6Cmy Ju(t)[ly + |£(2)].

@)1 < 27 Hah (1) + as(t)”

2(B)7) pp.

* % T * T * an*
z;g%1%<£@ﬁ+4ammmmwdw

D’apres les hypotheses (Ha)(2), (H,) et (H;), a3 appartient a LF" (V*) et vérifie :

af (1) < 27 (a(t) + | F @)1+ OCmallu(t)]ly)"):
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af () < 22PN Ak (1) + 1| £ ()
Or p* €]1;2] ainsi a; € LP"(R) et u € LP"(Y).

7) + (OCmfJu®)ly)].

/0 af (t)dt < 2727 (laallf + £ @)15) + (OCmu(@)ll-)"").

De plus (ax(t)||2(¢)]|*)?" est sommable (voir la démonstration de la proposition 2).

T * *
- . p ap
/0 ag (O)[[z()[|*" dt < ;I|a2||§+ e 2[5
On en déduit la troisiéme estimation :

(Bs) Iz

p* Smg

ou

. p* ap®
. D L s p .
o V1 sl + m)

m =272 (e A 1) + (0O flu

O

Estimations a priori dans le cas ou p = 2

Ici p = 2 et r est infini. On applique une seule fois 1'inégalité généralisée de
Young. Pour tout v strictement positif :

L OF + K21 < bllullec|2(6)* + Vzllf(t)llz + & l=()[I*
——|z z U oo] 2 — — |z D
2dt = Pllftllee 2 2 bp
. . C
Ou I'on note C' la constante telle que : |.| < C|.||. Choisissons v = Ya
1d

2
S 2(OF < bllullsol () + %Ilf(t)llf p-p- t€[0,T].

On integre sur [0, ¢] inclus dans [0, 7.

T
(0 < |20 + V2|1 £l 2 +2b||u||oo/0 lzt)*dt pp. te]0,T).
Le lemme de Gronwall permet d’obtenir la premiere estimation :
27 < (|20 + V2| fll 2y W= pp. ¢ €0, 7).

Ainsi
(1) zlleqom;m < ma
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ou

my = \/(|Z0‘2 + V2Hf”L2(V*))€2bT”u”°°.

Les deux estimations suivantes s’obtiennent comme dans le cas ou p > 2.

(E2) 2l <mo
ou 11
ma = s (510l + 26T o + 1),
(Es) &l <ms
ou
m3 = 2202([lar |- + 1 F115-) + BT Cmu|uloo)’] + (1 = @)llas]|3) + ams3).

2.2.4 Passage a la limite

Montrons a présent la convergence de la suite (z,)men+ de solutions des pro-
blemes (P,,) vers une fonction z dans W,,«(0, 7). Il nous restera & montrer que z est
la solution de (E,; 4 f)-

Convergence des états

Par construction, la suite des états initiaux (zom, )men+ converge vers zo dans H.
L’estimation a priori (E;) montre que les termes de la suite des approximations
(Zm)men+ sont dans un borné de LP(V) qui est un espace de Banach réflexif. On
peut donc extraire de cette suite une sous-suite faiblement convergente au sens de
o(LP(V), LP" (V*)). Il existe ¢ : N — N strictement croissante et z; € L=(H) telles
que :

Zg(n) — 21 faiblement dans LP(V).

Dans la suite, ’'on notera directement n au lieu de ¢(n). D’apres I'estimation a priori
(E5) la suite (2, )men+ est bornée dans L>®(H) qui est le dual de I'espace séparable
LY(H). Donc il existe une sous-suite faiblement étoile convergente (i.e. au sens de
o(L>*(H),L'(H))) vers 2, € L>(V) telle que :

z, — 2o faiblement étoile dans L>(V).

La proposition ci-dessous va nous permettre de démontrer que ces limites sont égales.
Nous noterons :
Z =21 = Z9.

L’estimation a priori (F3) assure l'existence de la limite faible o € LP" (V*) pour 2,.

4y — ¢ faiblement dans L¥" (V*).
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Les estimations a priori permettent de démontrer la convergence faible des dérivées
(2n)nens- Il nous reste a vérifier que cette limite est 2.

Proposition 4.— Supposons que l'injection de V dans H est compacte. Soit une
suite d’applications z, : [0,T] — V telles que

(1) 2u(t) = 20+ [3 2u(s)ds, %, € LP" (V*)
(id) IMy >0 tel que sup,,>q ||z ey < My
(49i) My >0 tel que sup,>q ||2nll pox (o) < Mo

il existe alors z : [0,T] — H et ¢ : N — N strictement croissante, telle que

(0) 2(t) = 20 + J§ 2(s)ds, 2 € LP" (V¥)
(1) lzpm) = 2ll 2oy — 0
(2) [z = 2llrry — 0 )

(3) Zpm) — ¢ faiblement dans LP" (V™)

et
(=2

Remarques. Le (2) est une conséquence immédiate du (1) car les intégrations s’ef-
fectuent sur le segment [0, 7. L’item (3) permet de démontrer que la limite faible
des z, est Z. Une conséquence de (2) est 'existence d’une sous-suite extraite notée
encore (z,) telle que pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] (z,(t))n+ converge for-
tement vers z(t). En considérant le représentant continu z on obtient la convergence
forte de (2,(0))n+ vers 2(0) et de (z,(T))n+ vers z(T).

Démonstration. L’injection de V' dans H étant compacte, on a :
Vt € [0, T],{z.(t) : n > 1} est relativement compacte dans H.

Montrons que {z, : n > 1} est équicontinue dans C'([0,7]; H). Soit 0 <t <t <T:

2®) =20 < [ ol (o)

t/ T
| 1@ lds = [ 1liz(s) . ds

olt 14 est la fonction caractéristique qui vaut 1 sur [¢,¢]. L'inégalité de Holder
fournit la majoration :

T
| teanllzn()lds < ol

p*.
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L’hypothese (iii) permet de conclure :
t/
[ Ia(o)llds < Mt = ).
t

On déduit du théoreme d’Ascoli-Arzela ([3]) que la suite (z,) est relativement com-
pacte dans C([0,T], H) pour la norme uniforme. On peut extraire une sous-suite
(24(n)) qui converge uniformément vers une limite z. De plus la suite (Z,(,)) admet
une limite faible ¢ dans LP"(V*). En particulier, pour I'application caractéristique
10,4 qui appartient a LP(V') pour tout ¢ de [0,77] et pour tout v appartenant a V' on
peut écrire :

T
/0 <1[Ot}v 2 (s ds H/ Lio,gv, C(s ds.

<v,/0t Zomy (1 )d5> — <v,/0tC(s)d3>.

Quand n tend vers U'infini I'égalité (i) donne

Ainsi

(w, 2(8)) = (v, 20) + <v, /Ot g(s)ds> .

Donc ¢ est égal a 2 et z est absolument continue.

Limite des termes B(., u,(.), z,(.))

Lemme 3.— Soit p > 2. Soit une suite d’applications z, : [0,T] — V qui
vérifient les hypothéses de la Proposition 4. Supposons (Hg), alors :

B(.,u(.), za(.)) = B(.,u(.), 2(.)) fortement dans LP" (H).
Démonstration. L’application v € LP(H) — B(.,u(.),v(.)) € LP"(H) est continue,
| 1B ul); zn(-) = B ul.), 2()llp

La proposition 4 nous permet d’extraire de (z,),en+ une sous-suite qui converge
fortement vers z dans LP(V'). O

« < bllullrlzn = 2]lp-

Lemme 4.— Soit p > 2. Soit une suite d’applications z, : [0,T] — V qui
vérifient les hypothéses de la Proposition 4. Supposons (Hg), alors :

[ B w0, 20, 20l0)) dt— [ (B u(e) 2(0), 2(0)

faiblement dans LP"(H).
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Démonstration. Rappelons que la suite (z,),en+ converge fortement dans LP(H) vers
z et que pour tout t € [0,7] la suite (z,(t))nen+ converge fortement dans H vers
z(t). Ainsi :

Jo (Bt u(t), za(t)), 2a(t)) dt = Jy (B(t, u(t), za(t) = 2a(t)), 2a(t)) dt

N /oT (B(t,u(t), 2(t)), za(t)) dt.

D’une part :
Jo (B(t,u(t), za(t) = 2a(t)), 2a(t)) dt < b J5 [lu)lly]2a(t) = 2a(t)]]2a(t)] dt

< w120 (t) = 20 () zocer |20 )| Loy

qui tend vers 0 quand z, tend vers z au sens fort. D’autre part, sachant que
B(.,u(.),z(.)) € LP (V*) et que z, tend faiblement vers z on en déduit que

/0 LB ult), (1)), (b)) dt — /0 LB u(t), 2(0), 2(1)) dt. (2.5)
I

Limite des termes non linéaires

L’hypothese (H4)(2) et la seconde estimation a priori permettent de borner
A(., 2,(.)) dans LP"(V*) ainsi on peut en extraire une sous-suite qui converge faible-
ment dans LP" (V*) vers une application notée <. Il reste & montrer que cette limite
est égale a A(., z(.)).

Proposition 5.— Soit une suite d’applications z, : [0,T] — V qui vérifient
les hypothéses de la Proposition 4. On note encore z sa limite au sens de (0) — (3)

de cette méme proposition. Soit une sous-suite extraite de A(.,z,(.)) € LP"(V*) qui
converge faiblement dans LP"(V*) vers une application notée o/ (z). On a :

Démonstration. Par monotonie de A, pour tout v appartenant a LP(V) :

/0 LA () — At 0(8)), 20 (1) — v(t)) dE > 0 (2.6)

La solution de (P,) étant z, :
[ A 200, 20(0)) dt = Slzonl? = Sl (TP + [ (7(0), (1))

* /oT (B(t,u(t), z(t)), 2z (t)) di.
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On peut donc décomposer :

Jo (At () = At 0 (1)), 2a(t) = (1)) dt = S]z0n]* =

[T 2) dt+/0T (B(t, ult), za(t)), 2 (1)) dt

—/ At 2t dt—/OT (A(L, 0(1)), 2 (t) — v(1)) dt.

Quand n tend vers +o0o nous avons les convergences des différents termes :

|20n|2 - |Zo|2-

|zn(T)* — ().

/T<fQLZMw>dt—»/T§ﬂw (6) d
T(Atzn ) dt —
J |

T
/0 (A, 0(1), 2a(t) — v(D)) dt — /0 (A(t, v(1)), 2(t) — v(t)) dt.
On déduit du Lemme 2.5 la minoration ci-dessous.

1 9 1 9 T T
Sl = SR + 4 (10, 2(0) dt+ J (Bltult), =), 20) &t o,

= Jo (At 2(1),v(B)) dt — g (A(t,0(t)), 2(t) = v(t)) dt >0

Rappelons que le probleme s’écrit :

{ 24+ (z) = B(,u,2)+ f
2(0) = zp.

En intégrant par parties sui 0,77 : '
Jo (e (2(1)), 2(t)) dt = 5l2l” = 5217 + Jo (), 2(t)) dt

+/OT (B(t,u(t), (1)), (1)) dt (2.8)

On déduit de (2.6), (2.7) et (2.8) :

/OT (o (2(t)) — A(t,v(t)), 2(t) — v(t)) dt > 0.
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Pour X strictement positif et w appartenant a LP(V') tels que v = z — Aw, ’hémi-
continuité de A donne

/OT (o (2(t)) — Alt, 2(t) — Mw(t)), w(t)) dt > 0.

Quand A tend vers 0,

/OT (o (2(t)) = A(t, 2(.)), w(t)) dt = 0.

Mais en échangeant w en —w on obtient la nullité du terme de gauche. Donc

Solution de (E,, .. f)

Soit j € N fixé, pour tout m € N, en notant z,, I'unique solution de P,, et en
faisant tendre m vers 4o :

(A, zm (1)) = B(t, ult), zm(t)) = fm(t), €;) —
(A(t, zm(t)) = B(t,ult), () — (1), €5) -
Ainsi
(Zm(t), €5) — (2(1), €5) -
La famille {e;,j € N} est dense dans V' donc :

Ht) + At 2(1) — B(t,ult), 2(t)) — f(t), pp. telo,T].

Une des conséquences de la proposition 4 est 1'existence d’une sous-suite extraite no-
tée encore (z,) telle que pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] (2,(¢))n+ converge
fortement vers z(¢). En considérant le représentant continu z on obtient la conver-
gence forte de (z,(0))n+ vers z(0).

2.2.5 Démonstration de la régularité de la fonction d’état

Démonstration. Soit z I'unique solution de (E,, ., r) et Z+ w celle de (E.t¢ utv,f+g)
oll 2y et ¢ appartiennent & H, u et v & L"(Y) et enfin f et g & LP" (V*). Ainsi w est
la solution de :

W(t) + A(t, (2 +w)(t) — A(t, 2(t) = B(t, u(t), w(t))
+B(t,v(t), (2 +w)(t) +9(t)  pp.

(0) =¢.
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En intégrant sur [0,¢] inclus dans [0, 7] on en déduit :

) |<\2+/ (24 w)(s) — A(s, 2(s)), (2 + w)(s) — Z(s)) ds

:/Ot (B(s,u(s),w(s)) d8+/ (2 +w)(s)), w(s))ds

+/O<g(3)ws

D’une part, la monotonie de A donne

/Ot (A(s, (Z4+w)(s) — A(s, 2(s)),w(s)) ds > 0.

D’autre part,

Jo {B(s,u(s),w(s)), w(s)) ds + [y (B(s, v(s), (2 +w)(s)), w(s)) ds
< b/ot(IIU(S)||Y|w(S)|2 + () lly |z +w)(s)] [wls)]) ds.

Notons :
Ci(s) = 2(bllv(s) [y [|(z + w)(s)[ + [[g(s)]|)
et
Cy(s) == 2b||u(s)||y-
Ainsi :

t t
WP <GP+ [ Gl ds + [ Cols)lus) s
L’inégalité de Willett-Wong (cf. lemme 5 et [18]) donne :

= [\ Ca(s) ds
w(t)] < e2 (I1¢] + /01 5) exp ——/ Cy(7) dr) ds).

Ecrivons la premiere estimation a priori pour z + w qui est la solution de
(Etcutv f+9)- 11 existe une constante M., , telle que si ||, ||v||, et ||g]|,~ sont
majorées. On a :

1(Z +w) (@)l < Mcpg.

Comme r et p* sont supérieurs a 1, nous avons les inclusions :
L"(Y)c LY(Y)

et
L’ (H) C L'(H)
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Sachant que p > 2 'inégalité de Holder donne :
ully < TY"full,,

ol < TY7|fo]l.,

gl < 777"

g

p*.

Ainsi 'on obtient la majoration :

—1/r 1 .
wi)] < WG] 4+ BTV My |2 + ]y + ST

g

p*.

En notant A := ¢!~ lulr max {1, 6717 M, ,, §T1_1/p*}a nous pouvons conclure :

[w(@)] < A(CT+ vl +[lg

p*)-

2.2.6 Exemples de problemes bilinéaires bien posés
Modeles de stockage thermique de dimension un (II)

Revenons au modele de stockage thermique qui prend en compte les échanges par
diffusion et convection entre une phase liquide (ou gazeuse) et une phase solide qui
est poreuse. Vérifions les hypotheses (Hpg). Par application de 'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour tous z et y appartenant a V' nous avons la majoration ci-dessous.

0z 0z
B = - 2 < - 2 .
(B2 )l = oo el < 19 syl

On en déduit : 9
z

Bzl < ||=||;2.

YT

L’inégalité de Poincaré assure l'existence d'une constante notée C' telle que :

|Bz| < C||z].
Vérifions les hypotheéses (H,). La norme sur Hy est définie par (voir [12], page 208) :
| \lzz = |A-]|z2 + ||-||2. Pour tous z; et z; appartenant a V' :
8221 ’ ,
A 2 _ —k’l —axz + k’212’1 — k?lzg
Z9 8 Z9

—kézl — kzw + /{?522
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Pour tous z et y appartenant a V' nous avons la majoration ci-dessous.

822’1
(Az,y)yv = —k1<ﬁ, Y1) (), Hy T+ K1 (20, Y1) (s by — K1 (22, Y1) (#), Ho

6222
—ké<21, y2>(H2)*,H2 - k‘z(w, y2>(H2)*,H2 + k‘é(ZQ, y2>(H2)*,H2-

ATaide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de la relation de compatibilité :(., .) ;g v =
(., .)m, pour tout y tel que ||y|| < 1:

[(Az, y)vev| = [Fll[ Azl 2 + [k ||| 20l 22 + B[] 22] 22

1R 21|22 + |Kol | Aza | 22 + ||| 22] 22

Ainsi :
[ Azl < max{|ki| + [k| + K], k1| 4 [Ka| + [K5]H 2]

Donc A est borné. Etudions le cas particulier ou z = y.

0z

A sy =k
< Z,Z)V WV 1” ox

0z
172 + killz1ll72 — (1K) + k) (21, 22) + /f2Ha—;H%2 + kil zo]| 72

1
On déduit de —(zy, 29) > —§(Hzl 12,+]22]|22) la minoration ci-dessous. (Az, 2)y«y >

1
FillVallze + kol V72 + (K = (1R + ko)) 210172

1
(k5 (1K + K5)) 1222

Sous la condition nécessaire

ky > Ky (2.9)
(A2, 2)vey = k|| Va7 + k2| V2|72 + (%(Vi‘i — ky)) |27
(Az, z)y+y > min{ky, ko, K1, k‘é}”z”?{é
D’apres l'inégalité de Poincaré il existe une constante positive C' telle que :
(Az, z)y v = Oz

En conclusion, A est coercif. L’opérateur A est linéaire et coercif donc il est mono-
tone. Il est de plus fortement continu donc hémicontinu.
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Modéle de réaction en chaine

Soit un modele de réaction ou le contrdle agit de facon multiplicative sur I’état.
Il est associé a des processus de réaction, diffusion et convection qui sont contro-
lés par l'introduction de réactifs chimiques qui jouent le role de catalyseurs ou au
contraire qui ralentissent une réaction en chaine (voir [36]). C’est également un mo-
dele d’échanges thermiques; le controle est alors la vitesse du fluide. On peut encore
penser a des échanges de masse lors de processus de diffusion.

Soit € une partie bornée de R" (n € {1,2,3}). L’équation d’état est :
0z
a(t, x) — Az(t,x) = u(t,x)z(t,z) + f(t,x) dans]0,T[x
2(t,z,y) =0 sur |0, T[x0N
2(0,2) = zo(x) € L*(Q)

(ERC)

Dans le cas de la seule diffusion, le contrdle u et la perturbation f sont nuls. Pour
la seule réaction, I’équation (ERC') s’écrit :

0z
a(t,x) =u(t,z)z(t,x) dans]0,T[x
z(t,x,y) =0 sur |0, T[x0N
2(0,2) = z(z) € L*(Q).

Modeles de déformation mécanique de la glace avec controéle distribué

Dans le contexte de I'élasticité non linéaire nous considérons a nouveau l'opé-
rateur p-Laplacien. Mais, au contraire de I'exemple 2.1.2; le controle est distribué
sur le domaine d’espace. Rappelons que le comportement de ’état a la frontiere du
domaine Q est pris en compte dans le choix de 'espace V := W, 7?(Q). L’on note
pour tout v € V' :

Ay = —div(|Vu[P~2V).

Par hypotheése zy € L2(f2), nous résolvons dans W(0,T) I’équation différentielle
ordinaire ci-dessous.

{ )+ A1) 2(t) = u(t)z(t) + f(t) pp. t€]0,T)
2(0) = 29 € L*(Q).

Vérifions les hypothese (H4) pour 'opérateur A,. Pour tout v € Wy*(€2) nous
avons : Vv € LP(Q). Sachant que p > 2 nous en déduisons :

Vo2Vl = |VulP.

Donc |Vv|P~2Vv appartient & LP" (V). De plus :

1Voljz = /Q VolP~2VoVe = /Q —div(|VoP2V0)e = (A, ).
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Nous déduisons de 'inégalité de Poincaré (cf. [12], cor. IX.19, page 174) que (A, .)'/?
et H.”W(},p(ﬂ) sont des normes équivalentes. Donc A, est p-coercif et borné. La mo-
notonie se déduit directement de :

(Apv — Apw,v —w) = ||[Vv — Vwl|[) > 0.

L’application v € LP(Q) — |v[P~2v € LP"(V*) est hémicontinue (voir annexe C) et

pour tout ¢ € {0, 1,...,n} Popérateur est continu donc l'opérateur p-Laplacien

est hémicontinu. '
L’hypothese (Hpg) est facile a vérifier et pour assurer (H,) nous supposons que

V* est réflexif.

2.3 Loi de feedback

Nous établissons ici un résultat d’existence pour le probleme bilinéaire d’évolu-
tion en présence de rétrocontroles : I’équation d’état est encore bilinéaire, mais c’est
une loi de feedback.

(1) + A(t. 2(1)) = B(t.u(t), =(0) + /(1) pp. t€[0.T]
(EU) { 2(0) =2y et U(t) c U( ’z(t)) D.p. te [0]77]3] (210)

2.3.1 Introduction

L’hypothese usuelle qui consiste a borner les termes non linéaires comme chez
[27], [10] et [15]) n’est pas adéquate dans notre cas bilinéaire. Ici nous traitons a part
la non linéarité de A de celle introduite par la bilinéarité. Pour cette raison nous
imposons une hypothése mieux adaptée aux controles.

La présence d'une hypothese qui lie a priori les controles aux états implique que,
méme si pour chaque controle admissible le probléme est bien posé (voir [19]), nous
devons prouver 'existence d’une solution. Nous emploierons le terme de rétrocon-
tréle pour indiquer que les controles dépendent a priori des états. Une solution du
probleme est un couple composé d'un controle et d’un état associé. Cette difficulté
est franchie dans le cadre mathématique des inclusions différentielles (cf. [3]). En
premier lieu nous établissons des estimations a priori a l'aide du lemme de Willett
et Wong (voir [51] et [20]) qui s’avere un meilleur outil que le lemme de Gronwall-
Bellman dans notre cas. Le lemme de Gronwall est cependant suffisant quand un
controle a été fixé. De plus le lemme de Willett et Wong nous permet d’obtenir des
majorations uniformes relativement aux controles dans les estimations a priori des
états (voir [20]). Nous démontrons l'existence d'une solution avec un théoréme de sé-
lection mesurable (cf. [16]) ainsi qu’une version de type L” du théoréme de sélection
continue de Fryszkowski (voir [28]).
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Dans la deuxiéme section de ce chapitre nous donnons le cadre fonctionnel. Il
s’agit d’'un triplet d’évolution de Gelfand (voir [29]). Les principaux résultats sont
énoncés dans la troisieme section. Les sections 4 et 5 sont consacrées respectivement
aux preuves des estimations a priori et d’existence.

2.3.2 Notations et cadre fonctionnel

Aux hypotheses du premier chapitre nous ajoutons la contrainte de rétrocontrole.
(Hy) L’application multivoque U définie sur [0, 7] x H prend ses valeurs dans
I’ensemble des parties fermées et non vides de Y et vérifie les hypotheses ci-dessous.

1. U(.,.) est de graphe mesurable (i.e. son graphe appartient a Z®AB(H)QAB(Y)
ou .Z est la tribu de Lebesgue sur [0, 7], Z(H) et B(Y) sont respectivement
les tribus boréliennes de H et Y')

2. Pour presque tout ¢t € [0,T], U(t,.) est semi-continue inférieurement. C’est &
dire que, pour toute partie fermée F' de Y, I'ensemble

{reH:U(t,z) C F}

est fermé dans H. De fagon équivalente (cf. [31], prop. 2.26) : pour tout y appar-
tenant a Y, I'application x — d(y,U(t,z)) est semi-continue supérieurement
sur H.

3. 3y >0,d¢; > 0,dcy > 0,Vv € H -
|U(t,v)| ;= sup{||ully :uw € U(t,v)} <c1+ev|” pp. tel0,T].

2.3.3 Exemples
Contraintes de boite sur le controle

Soit m et M deux applications appartenant a L>(0,7;R).

2(t) — Az(t) = u(t)z(t) + f(t) pp. t€]0,T]
(Eu,,) s 2(0) =z, dans H
u € Uy :={ue L*0,T;R) : m(t) <u(t) < M(t) pp. tel0,T]}.

L’hypothese (Hy) se vérifie aisément pour la multiapplication U,y, définie sur [0, T']
et a valeurs dans 2%, telle que :

Uwa(t) € [m(t); M(t)] p.p. te€][0,T].
En particulier, v est nul et
¢1 = max{|[mlleo, | M|l }-

Nous étudierons dans la derniere partie de cette these la sensibilité a la perturbation
f de ce probleme.
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Sélecteurs linéaires

Considérons le probleme bilinéaire ci-dessous qui est a la base des travaux de E. S.
Pyatniskiy ([46]) dans le cadre de la recherche d’un critere de stabilité asymptotique
(en faisant tendre T vers +00). Pour presque tout ¢ € [0, T, I'état z(.) est un vecteur
de R™. Soit les matrices n x n réelles {4, ..., A, }, ol ¢ est un entier naturel supérieur
a un, et les fonctions u;(.) définies sur [0, 7], & valeurs dans R qui vérifient :

At) = [Ehuw)Al=(t) + f(1) pp. t€]0,T]
(ESL) Z(O) = 0
0 <w(t) <1etX] ju(t)=1.

Comme dans I'exemple ci-dessus, v est nul et pour une norme matricielle, notée

T
c1 = max{|||4:[],7 € {0,...,q}}.

2.3.4 Une inégalité de type Gronwall

Les démonstrations des estimations a priori qui suivent reposent sur une inégalité
qui généralise le lemme de Gronwall. On utilise en particulier le résultat ci-dessous
qui est une conséquence d'un résultat de Willett et Wong ([51]).

Lemme 5.— Soit T >0,¢c>0eth>0,2:[0,T] — [0,00] et y:[0,T] — [0, 00]
deuz fonctions intégrables. Soit F : [0,T] — [0, 00| telle que
1) xF" et yF sont intégrables sur [0, T)
2) F(t) <c+ JyxF"+ [fyF pp. te€][0,T]
Alors, pour presque tout t appartenant a [0,T)] :
(i) si h € [0,1] alors

t s 1/(1=h)
F(t) < vl (cl_h +(1=) [a(s)explh—1) [ y(0) d@]ds))
0 0
(ii) si h =1 alors
F(t) < celvlh+llh
(1ii) si h €]1,00[ alors l'inégalité de (i) est encore vraie sous la condition :

S

Ay (1 h) /OT:C(S) exp[(h — 1)/0 y(0) do] ds > 0. (2.11)

Démonstration. La démonstration originale du lemme de Willett-Wong est dans
[51]. Nous écrivons ici une preuve qui met en évidence les conditions suffisantes
d’obtention des estimations a priori en fonction de I'exposant h [18].
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Commengons par le cas ou h € [0, 1]. Notons

t t
:(c+/0 :EFh+/(] yF)'=h

Ainsi pour presque tout ¢ appartenant & [0, 7]
Y () = (1= B)[x(t)F"(t) + y(&) F (1)) [1b(8)] "0,
L'hypothése (2) s'écrit
F(t) <[p®]""" pp. te0,T].

D’ou la majoration

Notons

— / s) exp|( /S y(0) db]ds.

Montrons que ® est monotone sur [0, 7.

V(1) = v () espl(h — 1) [ y(0) d6] — () (e) esplth — 1) [ y(6) o)

~a(t)expl(h— 1) [ y(6) 0]

(1) = T espl(h — 1) [ 4(0) dB{w'(0) — (1 = Wl(t) + yOL (O]}

Etudions le signe de ®’. Si h € [0, 1] alors la majoration (*) permet d’en déduire que
d'(t) est négatif pour presque tout ¢ appartenant a [0, T]. Ainsi ®(¢) est majorée par
®(0) qui vaut =" /(1 — h).

ﬁw(t) exp[(h — 1)/0 — s) exp|( /08?/(9) d]ds.

exp|(1 — h) /0 sy(@) @8] < expl(1 = Byl

et
F(t) < [0 pp. t€[0,T]

permettent d’en déduire (7).
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Dans le cas ou h est strictement supérieur a un la condition suffisante de (7i7)
assure que ¢ n’est pas nul; ¢ est encore définie mais on a la minoration :

() = (L= m)e(t) +y(OpE)] (o)

On en déduit que ®'(t) est négatif pour presque tout ¢ appartenant & [0, 7]. Comme
dans le cas précédent ®(t) est majorée par ®(0) mais 1 — h est négatif.

t

U(t) > expl(L=h) [ y(O) ao{' "+ (1= h) [ a(s)expl(h = 1) [ y(0) dds}.

Pour calculer la puissance 7 nous imposons :

s

t
h (1 h)/ 2(s) expl(h — 1)/ y(6) do]ds > 0.
0 0
On obtient encore la majoration pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7.
F(t) < [p@)]/"

< |explh = 1) [ y@) do)e "+ (1 n) [ s espl(h 1) [ y(6) dg]ds]l/ e

Apres simplification on obtient (7).

Enfin, si h est égal a 1 c’est 'inégalité de Bellman-Gronwall qui donne directement
(i2). O
2.3.5 Estimations a priori dans le cas de rétrocontroles

On établit les estimations a priori qui seront utiles pour I'obtention du résultat
d’existence d'une solution en présence de rétrocontréles. Leur démonstration s’ap-
puie sur 'inégalité de Willett-Wong ci-dessus (voir [51] et [20]).

Théoréme 2.— Sous les hypotheses (H,), (H,,), (Hyf), (Hy), (Hp), (Ha) (1), st
A est positif, i.e.

Yo € V, (A(t,v),v) >0 pp. te€[0,T],
et st la condition

2b
() (20 + 1 o) > = e (el #1207 _ 1) 5

est vérifiée, alors il existe une constante M telle que pour toute solution (z,u) de
(Ev) -
(EL) |zl o, < M.
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De plus si nous supposons (Ha) (2) et (3) alors il existe des constantes My et M;
telles que pour toute solution (z,u) de (Ey) :

(E») 12l zoqvy < My,
(Es) 12 o vy < M.

Remarque. Lorsque, pour presque tout ¢t € [0,7T], on a A(¢,0) = 0, alors la
monotonie implique la positivité. C’est un cas particulier rencontré fréquemment
dans les applications.

Démonstration. Pour presque tout ¢ € [0,7] :
(2(1), 2(1)) + (A(L, 2(1)), (1)) = (B(t, u(t), 2(1)), (1)) + (f(1), 2(1)).

D’apres la positivité de A, (Hp), (Hy) et la compatibilité de (.,.) avec < .,. >|gxv,
on a pour presque tout ¢ in [0, 7] :

= I < bl =P + £,
%% 2(1)* < bler + el 2(0)])|2(1) ] + %|f(t)|2 + %|z(t>|2-

Donc
t t
20 < 2ol + 1B + 200z [ (2522 ds+ (2bey +1) [ |a(s)Pds o,

Dans la suite nous appliquons le lemme 5 avec : F' := |z(.)|*, h == 1 +7/2, ¢ :=
|z0]? + ||f||%2(07T;H), x 1= 2bcy et y 1= 2bcy + 1. Si y > 0 alors la condition suffisante
sur T dans la partie (iii) de ce lemme est :

2 2 2 T s
(120 + 1 F1E20mm) /2 = (2/2) [ 2besexpl(3/2) [ (2be1 +1)db] ds > 0.

2bc
2 2 /2 2 (be1+1/2)9T
() (ol + 1 lzzorn) ™7 = gpe g (T — 1) > 0.

Dans le cas ot 7y est non nul, on applique le lemme de Willett et Wong.

elber+1/27T 1)] =2/

c _ 2b02
()7 < "2 + 2 0zian) P - 5y p-p.

- 2b01 + 1

Nous obtenons la premiere estimation a priori :

| zllcqom:my < My
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ou

2bc
M, = eT(bcl+1/2)[(|Zo|2 + ||f||%2(O,T;H))_W//2 _ le(e(bcﬁ-l/?)“ﬂ“ . 1)]—1/“/.

Siy =0 alors
(D)7 < Jzol* + | f72 075y + (2b(cr + c2) +1) /| (s)|*ds pp. te[0,T].

2017 < (120l + 1 £ 20,00y e ® DT

Le lemme de Bellman permet d’en déduire (E).
Démontrons (FEs). D’apres la p-coercivité de A ((H4)(3)) on obtient comme ci-
dessus, pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7] :

1d
5 S ZOF + KO < blu(®)ly 1202 + | FOll=(0),
K [T de < Slaof +6 [l e+ [ 1Fl1=(0)]

1 [ 017 dt < 2o+ 0T +ead7) + M 1

Donc
lellrvy < M

ou .

My = =7 (Slz0l” + DT M (en + e MT) + M| Il

La preuve de la troisiéme estimation utilise I'hypotheése (H4)(2). Pour presque
tout ¢ appartenant a [0, 7], 'on a

[Z@) [ < A, 2O« + CUB(E, u(t), 2(8)] + | f(£)])
ol C' est la constante telle que : |||, < C|.|.
1@ < ar(t) + ax(t)[|2(8)[|* + CbMi(er + 2 MY) + | f(E)])  p-p-
Notons az(.) := CbM;(c1 + coaM]) + a1 (.) + | f(1)].
2@« < as(t) + ax(@) |1z pp.
l2@)12° < 2 Hlas ()" + laz (O [[2(0)[*7] pop.

* *_ T * T * ap*
<2 [ HasOF de+ [ laaP IO dt] pp

p
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Nous déduisons que a3 appartient & LP" (R™) de (H)(2) et (H;). De plus nous savons
que (az(.)||z(.)]|*)P" est sommable d’aprés I'inégalité de Young (voir la démonstration
de la proposition 1).

*

T *
* an* p s ap
[}t @ =01 dt < Paalls + L2

En utlisant (E5) 'on obtient (Fj3)

121l < M;

ou

*

. . D s ap* .
Ms = {2" 1Ha3|]’£p*(R+) + ?HazHLs(Rﬂ + ?sz]}l/p :

Dans le cas particulier p = 2 :
2
M; = {QHCL?)”%?(W) + ;HGQHSLS(RH + aM?P,

O

2.3.6 Théoreme d’existence en présence de rétrocontroles

Théoréme 3.— Sous les hypothéses (Hy), (H,,), (Hy), (Ha), (Hu), (Hp), (Hy),
st (F) est vérifiée et si V' s’injecte de fagon compacte dans H alors l’équation (Ey)
admet une solution dans Wy,«(0,T) x L"(Y").

Démonstration du théoréme d’existence

Etant donnés zy € H, f € L*(H) et T > 0 tels que la condition suffisante (#)
soit vérifiée, considérons I’équation d’état sans rétrocontrole.

(Ezo,u,f> { zgé)) iést’ Z(t)) = B(t7 u(t), Z(t)) + f(t) p.p. t e [O’ T]

L’inconnue est I'état z. Cette équation est bien posée au sens de Hadamard (cf. Théo-
reme 1). Dans toute cette démonstration, afin d’alléger les écritures, nous noterons

W, := W,,+(0,T). Soit
& (L)L) — (W, o(Wy, W)

u — 2
ou z, est I'unique solution du systeme (FE,).

Lemme 6.— L’application § est continue de (L"(Y), ||.||.) dans (W, a(W,,, W))).
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Démonstration. D’apres le théoreme 1, I'application & est localement lipschitzienne,
donc continue, de (L7(Y), ||.|[») vers (W, ||.|[w;,)- O

Notons
Vi={uel"(Y):||ul. <M}

ott M :=TY"(c; + caM7).
Remarque. Nous avons choisi M de telle fagon que pour chaque solution (z,u)
de (E. 4, r) le contrdle u appartienne a 7.

Lemme 7.— L’ensemble col§(V)] est compact dans (W, a(W,,, W))).
Ici co est 'adhérence de 'enveloppe convexe.

Démonstration. D’apres les estimations a priori () and (FEj3) le sous-ensemble
co[€(7)] est borné dans l'espace de Banach réflexif (W), [|.|[w, ) donc il est o(W,,, W)
compact. O

Notons K := co[¢(¥)] et définissons la multiapplication de K dans I’ensemble
des parties fermées et non vides de L"(Y) :

R(z):={ue L"(Y):u(t) e U(t,2(t)) pp. te€l0,T]}

Un ensemble & C L"(Y') est dit décomposable si pour tous u et v appartenant a
2 et pour toute partie A Lebesgue-mesurable incluse dans [0, 7], la fonction

_ Jut)site A,
wa(t) = { (t)site[0,T]\ A

appartient a .

Proposition 6.— Les valeurs de la multiapplication R sont décomposables et R
est semi-continue inférieurement de (K, o(W,, Wy)) vers (L"(Y), [.|[,).

Démonstration. Etant donné z € K, pour tout u et pour tout v appartenant a R(z)
et pour toute partie A Lebesgue-mesurable incluse dans [0, T'], définissons :

_Jou)siteA,
wa(t) = { v(t) site[0,T]\ A

Du fait que wy(t) € {u(t),v(t)} C U(t, 2(t)) nous en déduisons que wy € R(2). La
premiere partie de la proposition est démontrée.

Soit F' un sous-ensemble fermé de L™(Y) et (zn)nen= qui o(W),, W)—converge
vers z et qui soit tel que pour tout n € N*, R(z,) C F, nous devons seulement
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démontrer que R(z) C F. Etant donné u € R(z), définissons la multiapplication I',,
ci-dessous.

To(t) = {u € Ut, z,(t)) : d(a(t), U(t, 2a(t)) + % > |lu— a(t)|ly pp. t € [0,T]}.

Lemme 8.— Pour tout n € N*, la multiapplication ', est mesurable et donc elle
admet une sélection mesurable u, : [0,T] — Y.

Démonstration. Définissons :
_ 1 _
pu(t,) == d(a(0), U(t, z(8)) + - — llu— ()l

Pour tout n € N*, d’apres (Hy)(1) et (2), pn(t,.) est mesurable et ¢, (.,u) est
continue. Dons ¢,(.,.) est mesurable. De plus le graphe de I',, est :

Gr(T,) ={(t,u) €[0,T] XY :ueTl,(t)}

Gr(T,) ={({t,u) € [0,T] XY : o,(t,u) >0 p.p. t€]0,T]}.

La multiapplication I',, est mesurable et donc elle admet une sélection mesurable wu,,
(voir [16]) telle que :

un(t) € U(t, 20(1)) Pt [0,
lun(t) = a@)lly = — +d(@(®), Ut z())  pp- t €[0T

O

En particulier u, appartient a R(z,). A l'aide de la semi-continuité inférieure de
U(t,.) et d’apres
zp(t) — 2(t)  forallt € [0, T

on a

0 < limsupd(u(t), U(t, z,(t))) < d(u(t), U(t, 2(t)))

d(a(t),U(t, 2(t) =0 pp. te[0,T].

Donc pour presque tout ¢ € [0, 7], (un(t))nen+ converge fortement dans Y vers
u(t). Du fait que pour tout n appartenant a N*

| 2nllcqom,my < My

on obtient
lun(®lly <1+ M pp. te[0,T].
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D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue cette suite converge for-
tement dans L"(Y). Mais F' est fermé, donc

ue F.
U

Les valeurs de la multiapplication R sont décomposables et R est semi-continue
inférieurement, ainsi le théoréme de sélection de Fryszkowski ([28], th.3.1) donne
existence d'une fonction notée r : K — ¥ qui est continue de (W,,a(W,, Wy))
vers (L"(Y), ||.|I) et telle que :

Vze K,r(z)(t) e U(t,2(t)) pp. tel0,T].

Nous en déduisons que la fonction composée { o7 : K — K est o(W),, W)-continue
du convexe faiblement compact K dans lui-méme. Nous appliquons le théoreme du
point fixe de Schauder (voir [35], page 176) avec £ or : K — K pour déduire
Iexistence de z € K tel que (£ or)(Z) = z. Autrement dit Z est la solution unique
associée au controle r(z) appartenant a U(.,z(.)) et (z,7(2)) est admissible pour
<E207U,f )



Chapitre 3

Controle optimal

Dans ce chapitre nous nous intéressons au contrdle optimal de systemes gouvernés
par I’équation d’état non linéaire et de type bilinéaire (£, ,, r) ot la condition initiale
2o et la perturbation f sont fixées. Le cofit, convexe, est une somme de termes prenant
en compte séparément les colits relatifs aux états et aux controles. Au demeurant,
nous ne lui imposons pas la positivité.

La premiere partie de ce chapitre présente la formulation du probléme ainsi que
les notations. En particulier nous détaillons les hypotheses qui portent sur le cofit.
Dans la seconde partie nous démontrons l'existence d’une paire optimale. La fin
de ce chapitre est consacrée a l'obtention de conditions nécessaires d’optimalité en
s’appuyant sur une méthode de pénalisation (voir [5], page 265).

3.1 Formulation du probléme et hypothéses

Le probleme de contréle optimal est le probleme de Bolza ci-dessous qui est posé
dans des espaces de Banach.

(Ps.f) inf{J(z,u), z est solution de (E,,, r)}.
Rappelons que

(Buys) { 0 + A1) = Bl 20) + 1O pp- te0T]

En plus des hypotheses (H,), (H.,), (Hy), (Ha)(1) — (5), (H,) qui assurent le fait
que (E,, 4, r) soit bien posé, nous introduisons les hypotheses (Hy), (Hr) et (Hg) qui
portent sur le cotit défini ci-dessous.

J: P(H)XL'(Y) — |—o00;+]
(2,u) — L((T) + Jo F(a(t)dt + Jy Glu(t))dt.

(H)) ¢:H —[0,0]

93
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1. ¢ est convexe, semi-continue inférieurement (sci) et propre.
2. D({)NC,, # 0 ou on définit le domaine effectif de ¢

D) :={ve H:{l(v) <oo}

et I'ensemble des états atteignables depuis I'état initial z
Cp ={veH|Fuel'(Y):z(T)=v

et |/ (zu(t dt+/ t))dt| < oo}

ol z, est I'unique solution de (E,, .. f)-
(Hrp) F:H —]— 00,
1. F est convexe, semi-continue inférieurement et propre.
2. 3¢ >0: F(h) > —c|h|,Yh € H.
(Hg) G:Y — [0,
1. L’espace des controles Y est un espace de Hilbert séparable.
2. G est convexe, semi-continue inférieurement et propre.
3. Dans le cas ou p > 2 il existe une fonction continue, convexe et croissante
w(x?)
T

w: RT — RT qui vérifie w(0) = 0, lim, = o0 et telle que

G(v) Z w(|vlly), Yo € Y.

Si p = 2 alors I'on suppose que G(v) > w(||v]|s)-
Remarques :
1. Le fait que ¢ soit propre est une conséquence de ’hypothese (Hy)(2).

2. Les hypotheses ci-dessus qui portent sur F' et G impliquent que la somme
F + G est un intégrande normale convexe. Avec les hypotheses sur ¢ on en
déduit que le cotit J est convexe, sci et propre (voir 'annexe et [2]).

3. Le cofit n’est pas supposé positif mais nous lui imposons une minoration par
(HF)(2).

4. L’hypothese (Hg)(3) est utile pour borner les controles d'une suite minimisante
du coflit optimal.

3.2 Existence d’une paire optimale

Théoréme 4.— Sous les hypothéses (H,), (H,,), (Hf), (Ha), (H,) et (Hp), st
Uinjection de V' dans H est compacte et si de plus l’'on consideére les hypothéses (Hy),
(Hp) et (Hg) alors le probléme (P, r) admet au moins une paire optimale (Z,u) avec
2 € W,y (0,T) N L=(0,T; H) et € L7(0,T;Y).
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Démonstration. Etape 1. Le jeu d’hypotheses qui a été choisi assure 1’existence d'une
unique solution a I'équation d’état (E,, ., r) qui gouverne (P, ¢). Les parametres z,
et f étant fixés, nous noterons z, cette unique solution. D’apres I'hypothese (Hy)(2)
il existe au moins un contréle noté u tel que z;z(7') appartienne au domaine effectif
de ¢ en étant atteignable depuis 1’état initial zy. Ainsi la borne inférieure des cotits
sur I’ensemble des controles admissibles n’est pas co.

Si p > 2 alors les hypotheses (Hp)(2), (Hg)(2) et le fait que ¢ soit positive
impliquent la minoration ci-dessous.

T
T(2a, u >/ ([t Hydt—/ clza(t)|dt.
0

Utilisons la convexité de w et l'estimation a priori (£;) (voir le lemme 2). Il existe
deux constantes positives k., s et k., telles que :

1 T T
Sz, u) 2 Tw(|ull;) = Kz gllully 2 — K, p. (3.1)

Si p = 2 alors, c’est encore 'hypothese (Hg)(3) qui est utilisée pour établir la
minoration ci-dessous avec deux constantes positives, notées comme précédemment,
keo.py K, ; et telles que :

1
J(zur ) = Tw (s [ulloo) = iz llullo® = KLy g (3.2)
Les hypotheéses de convexité et de comportement a l'infini de w permettent d’en
déduire que la borne inférieure des cofits n’est pas —oo. Nous la noterons 7 ;.

Etape 2. Montrons que toute suite minimisante de controles est bornée. Soit (u,)nens
une suite minimisante et (z,),en+ la suite des états associés a cette suite minimisante.
Démontrons que cette suite de controles est bornée. Les minorations (3.1) et (3.2)
s’écrivent 1
2
I (20 un) 2 Tw(lually) = Fao pllunlly/? + K.y 4

et
1
J(Znaun) > Tw(THUNHOO) - Zo,fHunHl/2 + kzo f

En raisonnant par ’absurde, si les controles de cette suite minimisante n’étaient

J(zn, up)

| r/2
nl|r
I'infini. La borne inférieure des cofits serait infinie. Ceci contredirait le résultat de

la premiere étape donc ces controles sont bornés.

pas bornés alors, d’apres (Hp)(3), on pourrait en déduire que tend vers
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Etape 3. Nous démontrons que cette suite minimisante converge vers une paire (z, u)
admissible, i.e. une paire telle que Z soit la solution de (E,, z¢). Si 2 < p < 400 alors

L7(Y') est réflexif car Y est un espace de Banach réflexif et r = LQ Du fait que
p p—

cette suite minimisante est bornée, on en extrait une sous-suite notée encore (u,)nen=

qui converge au sens de o(L"(Y), L (Y*)) vers un controle noté u € L"(Y) :

u, — u faiblement dans L"(Y").
Si p est égal a 2 alors r est infini et u est la limite faible-étoile :
u, — u faiblement étoile dans L>(Y).

Les estimations a priori sur les états permettent de borner les suites (||2,||p)nen+,
(Ilznlloo ) nen+s (|2 llp* )nen €t (|2n(0)|m)nen par des constantes qui ne dépendent que
de f et 2. Dans le second chapitre (2.2.4) nous avons démontré que (|| A(., 2, (.))]|p* ) nen=
et (|[B(.;un(.), 2n(.)|lp* )nen+ étaient bornées. On peut extraire de ces suites des sous-
suites qui convergent dans des sens faibles. Nous utilisons les mémes indices pour
les suites et les suites extraites. Il existe z; dans LP(V) et zy dans L>®(V) telles que

z, — 2 faiblement dans LP(V).

et
Zp — Zo faiblement étoile dans L>(V).

Nous avons démontré dans le second chapitre (cf. proposition 4) que :
Z1 = Za,
état que nous noterons z.
%, — Z faiblement dans L?" (V*),
L’injection de V dans H étant compacte :
2, — z fortement dans LP(H),

et
z2n(T) — zZ(T) fortement dans H.

On sait déja que la suite (B(., Uy, 2n) Jnen- converge faiblement dans LP" (V*) ainsi
il reste a démontrer que sa limite est B(.,u, z).

Lemme 9.— Si u, — u faiblement dans L"(Y) et si z, — Z faiblement dans
LP(V) alors
B(.,tun, z0) — B(.,u, 2) faiblement dans L¥" (V*).
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Démonstration. Pour tout v appartenant a LP(V) :
Jo (Bt un(t), za (), v(t)) dt = [ (B(t,ua(t), za(t) — 2(t)), v (1)) dt

+ [T Blun0), 20), o(0) (3.3)

On commence par majorer le premier terme du membre de droite de (3.3). L’injection
de H dans V* est continue ainsi il existe une constante positive C* telle que :
Il < C*1.

Jo (Bt un(1), za(t) = 2(6)), 0(1)) dt < J3 (1B, un(t), 20 (1) — Z(8)) |0 (6) ]| dt.

< [ 1Bl un (1) 20(8) = 20 0.

D’apres (Hp) :

[ Bl wn0) 70) — 20), o) e < [ 00 a0l 2nt) — 20 o)t

1 1 1
L’inégalité de Holder s’applique car — + — 4+ — = 1.
p p T

/OT (B(t, un(t), 2n(t) = 2(1)), v(8)) dt < C* |[un|| |20 = 2] oy [0]]-

La suite (||un|;)nen est bornée et (z,)nen+ converge fortement vers z dans LP(H)

donc :
T

lim [ < B(t,un(t), za(t) — 2(t)), v(t) > dt = 0.

n—+oo Jo

Le second terme du membre de droite de (3.3) tend vers

/oT (B(t,u(t),z(1)),v(t)) dt

car (Un)nen converge faiblement vers u dans L™(Y) et B(t,.,2(t)) : ¥ — H est
continue (cf. (Hg)(2) ).
0

Dans le cas particulier ou p = 2 nous avons le lemme ci-dessous.

Lemme 10.— Siu,, — u faiblement étoile dans L>(Y') et si 24,y — Z faiblement
dans L*(V) alors

B(.,up, 2,) — B(., 1, %) faiblement dans L*(V*).
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Enfin, pour presque tout t € [0,7T], 'opérateur A(t,.) est borné, hémicontinu

et monotone donc demicontinu (cf. annexe C). Autrement dit, pour presque tout

€ [0,T7, si la suite (2,(t))nen+ converge fortement dans V' vers z(t) alors la suite

(A(t, 2, (t))nen- converge o(LP (V*), LP(V)) faiblement vers (A(t, z(t)). Donc z véri-
fie 'équation d’état (E,, 4 r).

Etape 4. Il nous reste a démontrer que la limite (Z, @) est une paire optimale. Par
hypothese ¢ est sci et convexe donc elle est faiblement sci (cf. corollaire I11.8, page
38 de [12]). En particulier z,(T") converge faiblement vers z(T") donc :

0(z(T)) < limninf (z,(T)).
Lemme 11.— Le cout J est convexe, propre et semi continu inférieurement.

Démonstration. Les hypotheses (Hr), (Hg) et (H,) entrainent que le cofit est convexe
et propre. Il reste & démontrer que J est sci. Soit (2, t,)nen+ une suite de LP(V') x
L™ (Y) qui converge fortement dans cet ensemble vers (z,u) alors il existe une sous-
suite extraite notée encore (2, un)nen+ telle que :

(zn(t), un(t)) — (2(t),u(t)) p.p. fortement dans H x Y.

Notons L(z(t),u(t)) := F(z(t)) + G(z(t)). La semi-continuité inférieure de F' et G
se traduit par :
L(z(t),u(t)) < lminf L(t, z,(t), u,(t)). (3.4)

n—-+0o0o
L’intégrande étant de signe quelconque on commence par se ramener a une suite
de fonctions positives sur [0,7]. La convexité de L et la minoration (Hr)(2) auto-
risent la majoration ci-dessous.

Jyo € LP (0, T; H),Jvg € L=(Y*),V(z,u) € H XY :
L(z(t), u(t)) = (u,v0(t))yy- + (2,90(t)) pp. ¢ €[0,T].

Nous appliquons le lemme de Fatou & la suite de fonctions positives de L'(0,T) :
(L2 (), wn ()= (un(.), v0(-))yy-—(2n(-); Yo(.)) ) nen. La fonetion lim inf,, . oo L(24(t), un(t)) €
L*(0,T) est intégrable et

T

1mmu@ﬁ)(»ﬁ<mmeumm%@m.

0 mn—+oo n—-—+o0o
Donc d’apres (3.4) :
T T
/um)om<mm'L%@%w@
0

n—-+o00

L’hypothese de semi-continuité inférieure de ¢ permet de conclure que le cotit J est
semi continu inférieurement. O
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En revenant a la suite minimisante, on en déduit que :

T
g SUET) + [ L 20, 0(E)dt < T inf T (0, 0n)
0 n——+o0
Donc (z,u) est optimale :

J(i,ﬂ) = /Zo,f'

3.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Nous avons démontré dans la section précédente que le probleme (P, r) admet-
tait au moins une paire optimale. Dans la suite nous noterons (z, «) une telle paire
optimale qui appartient a C'([0,T]; H) x L"(Y') et nous mettrons en oeuvre une mé-
thode de régularisation et de pénalisation du coiit (voir [5]). Dans un premier temps
nous établissons des conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour une
famille de problemes (Py) dont les cotits sont différentiables. Le systéme d’optimalité
du probleme (P, r) s’obtient ensuite par passage a la limite du parametre .

3.3.1 Hypotheses suplémentaires

(H,)(2) p € [2,4] et par conséquent r € [4; +00].

(Hr)(3) F est localement bornée.

(Hg)(4) Tl existe ug € L™(Y) tel que G(ug) € L™(0,T).

Nous imposons a 'opérateur A d’étre différentiable pour presque tout ¢t € [0, 7.
Sa différentielle notée A’ vérifie les hypotheses ci-dessous.

(HA/) A/(t, ) V- g(‘/, V*) p.p. tE€ [0, T]

Pour tous v et w appartenant & V' et pour presque tout ¢ appartenant a [0,7] :

1. A'(.,v)w est mesurable,

2. il existe oy € L(0, T;R") tel que ||A'(t, v)w|« < ay1(t)||w];
3. il existe ag > 0 tel que (A'(t,v)w,w) > as||w||P.
4.

il existe ag € L*>°(0,T;R") tel que pour tous v et w appartenant a H :
[AY(E, v) = At w) || 2y < as(t) o — w].

3.3.2 Problemes approchés

Nous savons par avance qu’il existe au moins une paire optimale (z,u) € C([0,T]; H) %
L"(Y') pour le probleme (P, r). Soit le parametre strictement positif A, nous note-
rons (Py) les problemes approchés. Leur construction est basée sur les méthodes de
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régularisation et de pénalisation ([5]). Les régularisées au sens de Yosida des fonc-
tions I, G et ¢ sont définies pour tout A strictement positif, pour presque tout ¢
appartenant a [0, 7], pour tout z € H et tout u € Y par :

Fi(2) = mnf{]z — P+ F(0). € € H) (3.5)
Calw) = b (g — v}) + Gw), (¢,v) € ) (3.6)
(D)) = inf (g 1) — (D) + 6C(TD)). € 1), (3.7)

Considérons la famille de problemes (P,) définis par la méme équation d’état que
(P,,,r) mais dont le coiit est pénalisé :

Tn(z,0) = £ (= +/ Rz )dt+/OTGA(u(t))dt+%Hﬂ—u”;. (3.8)

Si p est égal a deux alors les controles appartiennent a L>°(Y') donc en particulier a
L*(Y). Le cofit est :

INCRNESTNE +/ Fy(z dt+/OTGA(u(t))dt+%Hu—u”%. (3.9)

Nous commencons par établir les systemes d’optimalité pour les problemes appro-
chés.

Lemme 12.— Sous les hypothéses (H,), (H,,), (Hy), (Ha), (Hy,) et (Hp), si
Uinjection de V' dans H est compacte et en supposant (H 1), alors, pour tout A > 0,
le probléme (Py) admet au moins une paire optimale notée (zy,uy) qui appartient d
C([0,T]; H) x L™(0,T) et il existe une fonction notée py appartenant a Wyy«(0,7) N
L>(0,T; H) telle que pour presque tout t € [0,T] :

a(t) + (t (1) = Bt ua(t), 2x(1) + f (1)

Z)\(O) ==
—pa(t) + [Al(t ()] pa(t) = [B(t, ua(t), Jpa(t)) + FX(2a(t))
p(T) =1 (ZA( )
—(pa(t), B(t, ., 2x(t)) i = [aa(t) — ux(®)][|aa(t) — ua(t) |52 + G4 (ua(t))

Démonstration. Etape 1. Soit A un nombre réel strictement positif et fixé. Commen-
cons par démontrer 'existence d’une unique paire qui soit optimale pour le probleme
(Py). Par hypothese, F' et G sont des intégrandes normaux et positifs donc le cofit
Jy est convexe, semi-continu inférieurement et propre (voir I'annexe D). Ainsi le
théoreme 4 assure 'existence d’une solution au probleme (Py). De plus r > 1 ainsi
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1 _
le terme pénalisant u +— —||u — u||” rend le cotit J strictement convexe. Donc le

probléeme (P,) admet une solution unique que nous noterons (zy, wy).

Etape 2. Les régularisées de Yosida ¢, F)\ et G sont différentiables car H et Y
sont des espaces de Hilbert (voir le théoreme 2.3, page 121 de [5]).

Etape 3. Il existe un unique état adjoint associé a z,. En effet, le systeme

(B aar) F/){ —pat) + [A/(t, 23 (8)]"Pa(t) = [B(t, ua(t), )]"palt)) + Fi(2a(2))
A (2 YUNS Ly pA(T) — g/}\(z)\(T))

est un probleme bien posé d’apres le théoreme 1 (voir la seconde partie).
Etape 4. Le cotit Jy, est différentiable au sens de Gateaux (voir le théoréme 10
de l'annexe D). La condition d’optimalité s’écrit, pour tout v € L"(Y) :

[ e 0), (O ) @) de -+ [ (Gh(untt)) wle) d

+H(0(a (1)), (O, 0)(1)) + /OT[uA(t) —ux(O)]|a(t) — ua(®) [y *v(t) dt = 0. (3.10)

ou ©) v est la dérivée dans la direction v au point 2y de I'application qui a un
contrdle v associe 1'unique solution z, de (£, , ). C’est la solution de 'équation :

(E.D) { ) 410 25(0) = B10:50) + BE0,50) pp

Notons y := ©/, .v et intégrons par parties.
[0, (O, 0)0) de
= [Tl + A 27 )pa(0) — B (1 ual0),pal0), (6, 0)(0)
= ~a(T)y (T + [ (a6, 5(0) + A0 27 (O)l0) — Bt ur(8) (1)

= [ a(0),0(0) + Bt o(0), 5(0)

Pour tout contrdle v appartenant a L"(0,7T), reportons le dernier membre ci-dessus
dans I’équation (3.10).
Jo (A1), 0(6)) + B(t, v(t), (1))

H(GA\(ua () + [aa(t) — ux(@®)][aa(t) = ua(®)]372), v(t)) dt = 0
Donc

Gh\(ux(t)) = —(pa(t), B(t, ., 2A (1)) — aa(t)|aa(t) — ua®)ll3?  pop.
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3.3.3 Passage a la limite

A présent, par passage a la limite nous obtenons le systeme d’optimalité du
probleme (P, ¢).

Théoréme 5.— Si (Z,u) est une paire optimale pour le probléme (P, r) et si
Z(T) appartient a Uintérieur de D({) alors il existe p appartenant ¢ Wyp«(0,T) N
L>(0,T; H) telle que pour presque tout t € [0,T] :

B(t, u(t), )]"p(t) € OF (=(1))

|
I
—~
S—
+
—_—
N
=
—~
\.Pi-
|
—~
~
S—
S—
=
*
=]
—~
o~
SN—
[
—_—

t z
(CNO) < p(T) € 0l(z( ))

Nous démontrons ce théoreme en plusieurs étapes. Le premier lemme traduit la
convergence forte des controles et états approchés. Ensuite deux lemmes permettent
de borner les états adjoints. Ces trois lemmes sont utiles pour utiliser des théo-
remes de compacités. On établira enfin les conditions nécessaires d’optimalité (5)
par passage a la limite sur le parameétre .

Lemme 13.— Sous les hypothéses du lemme 12 la suite (uy) converge fortement
dans L"(Y') vers u et la suite (zy) converge fortement dans C([0,T]; H) vers z.

Démonstration. Etape 1. Convergences faibles des controles et des états approchés.
Par définition : /y < ¢, F) < F et Gy < G. Ainsi.

In(za,un) < Ia(z,u) < Loy

En raisonnant par l’absurde, si les controles n’étaient pas bornés pour la norme
L"(Y) alors _Z,, ; serait infini. Il y aurait contradiction. Donc ||uy||, est majoré par
une constante indépendante de A. Il existe une suite extraite notée (u%) qui converge
faiblement dans L"(Y") vers un contrdle noté a. Les estimations a priori permettent
d’en déduire que la suite des états associés (z}) converge faiblement dans W (0,7)
vers un état noté Z. Comme dans la seconde partie, 2 est I'unique solution de (E,, 4 5)-
Etape 2. La définition des colits approchés permet les majorations ci-dessous.

lin inf /0 LRt > /0 NE) (3.11)
et . .
limint [ Ga(u3(t))dt > /O Gl (t)). (3.12)

Les applications z — [i F(z(t))dt, u — [i G(u(t))dt sont faiblement sci car elles
sont convexes et sci (voir le théoreme 10 de l'annexe D). Ainsi les convergences
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faibles des états et des contrdles approchés (cf. la premieére étape) permettent de
déduire ce qui suit.

lim in /OT Fy(=3(t))dt > /OT F((1), (3.13)
lim inf OTGA(uK(t))dtZ /O G, (3.14)

Le cofit final ¢ est également faiblement sci; on a encore :
lir)\n iglf O(23(T))dt > £(2(T)), (3.15)

Etape 3. Nous déduisons des trois majorations (3.13), (3.14) et (3.15) I'encadre-
ment du coiit optimal.

Ainsi

lim inf Jy (23, u3) < J(Z, @).

Or I'étape 2 nous a appris que :
o o1 _
111;1 lélf a2y, uy) > J(Z,a) + —||luy — ul];.
— r

Donc limy_q ||u} — @||"dt = 0. L’unicité de la limite assure que @ = u et Z = z. On
en déduit les convergences fortes annoncées. O

Lemme 14.— Si Z(T') appartient a Uintérieur de D(C) alors |px(T)| est majorée
par une constante qui ne dépend pas de \.

Démonstration. Le colt final ¢ étant supposé convexe et sci, il est localement lip-
schitzien. Donc ¢ est localement borné sur l'intérieur de son domaine effectif D(?).
Pour tout h € H tel que |h| = 1, il existe deux constantes p et d telles que :

((Z(T) + ph) < d.
Comme ¢, < ¢ (cf. [5], théoreme 2.3, page 121), nous en déduisons
U(Z(T) + ph) < d.

Les cofits finaux ¢, étant convexes, différentiables et p,(T") = ¢4 (2%(T'), nous pouvons
écrire la minoration ci-dessous.

(A (T)) = O(Z(T) + ph) < (pA(T), 2A(T) = 2(T') — ph). (3.16)
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D’autre part : £,(23(T)) < _Z.,.5. Utilisons (3.16) pour majorer |p,(7T')|.
1(pa(T), h) < (pA(T), 2A(T) = Z(T')) = €x(2a(T)) + A (2(T) + puh).

oA (T)] < |pa(D)[|2a(T) = 2(T) [+ d + Pz
(b= 12a(T) = Z(T)D AT < d + T g

Nous utilisons enfin la convergence uniforme de z) vers z qui assure 'existence d’un
rang n tel que |z\(T) — z(T)| < /2. En conclusion :

IpA(T)]| < %

O

Lemme 15.— Sous les hypothéses du Théoréme & et les hypothéses supplémen-
taires (3.5.1) (Hp)(3), (Hg)(4) et (H,), pour tout t € [0,T], |pa(t)| est majoré par
une constante qui ne dépend pas de \.

Démonstration. Soit I’équation adjointe :

{ —PA@) + [A'(E 2 ()]"pa(t) = [B(E, ux, )I"'pat) + F(2a (1))
pA(T) = £5(2A(T))

En multipliant par py et en intégrant sur [0, 7] on obtient 1’égalité ci-dessous.

PO < AT +25 [ fus()lpa(s)lds +2 [ 1E () lIpa(s)lds

On applique le lemme de Willett-Wong (cf. lemme 5) dans le cas particulier ou
I'exposant h est égal a 1/2.

O] < ()] 42 [ 1 (eals))lds) exp(2 [ fun(s)ly ds).

D’apres le lemme 14, il existe une constante (indépendante de \) qui majore les
|pA(T)|. Nous avons démontré dans le lemme 13 que la suite des controles uy converge
fortement dans L"(Y) vers un contrdle optimal. Ainsi il existe une constante qui
majore les ||u,||,. Il reste & majorer les |FX(2¥(t))| pour conclure que les états finaux
|pA(t)| sont majorés par une constante indépendante de A.

L’application F) est différentiable. Pour tout h € H tel que |h| = 1, il existe
> 0 vérifiant :

F(2a(t)) — EA(Z(t) + pih) < (Fi(a(t), 2 () — 2(1) — ph).

(X (2a(t), by < [FX(aa(B)]]2a(E) = Z(0)] + [F(2(8) + ph)] + [FA(2a())]-
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Majorons le dernier terme en utilisant I'hypothese (Hp)(2) et le fait que : Fy < F.
P(E(2A (D), ) < [EA(aA(D)][2a(8) = Z(0)] + [FA(Z(8) + ph)| + clza (1))

D’apres le lemme 13, la suite des états z) converge fortement dans C([0,7]; H)
et 'hypothese (Hp) (3) assure la majoration de F\(z(t) + ph) par une constante
indépendante de A. Donc il existe K telle que :

XA (0] < Klao(t) + (lua(®)] + Bo()) (Ipa(t)] + [ui(t) — a(t)" ™). (3.17)
O

Les trois lemmes ci-dessus permettent de mettre en oeuvre les théorémes de
compacité et d’extraire des sous-suites convergentes. Voici la fin de la démonstration
du théoréme 5.

Démonstration. Etape 1. Nous déduisons de (3.17) que la suite F}(2}(t) est bornée
par des constantes indépendantes de ), donc cette suite est bornée dans L'(H).
Ainsi, pour toute partie mesurable 2 C [0, 7] et de mesure inférieure au réel positif
€:

Ve > 0,35, > o,/Q \FL(0(0)| dt < e

(Autrement dit, la famille { f, |F5 (2% (t)| dt, 2 C [0, T]} >0 est uniformément absolu-
ment continue.) D’apres le théoreme de Dunford-Pettis, cette famille est faiblement
relativement compacte dans L'(H). Il existe une suite extraite notée encore avec
'indice A qui converge vers un élément .# de L'(H).

Le lemme 15 montre que les ||py||z(x) sont majorés par une constante qui ne
dépend pas de . Il existe donc une suite extraite qui converge faiblement étoile
dans L>*(H) vers un élément noté pr. On a encore la convergence faible dans
L (H) de [A'(t, 2x(t)]*pa(t) vers [A'(t,z(.1)]*p(t) et de [B(t,ux(t),.)]*2zx(t) vers
[B(t,u(t),.)]*z(t).

La méthode utilisée dans la démonstration du théoreme 1 s’applique et permet
d’obtenir le systeme ci-dessous par passage a la limite du parametre .

Etape 2.La convexité et la différentiabilité de F) et GG, impliquent les majorations
ci-dessous pour tout y € L*(H) et tout v € L"(0,T).

[ (B 0) = B0t < [ (Fn0) 20(0) — (o))

Jo (Galux(t)) — Ga(v())) dt < — [ [(ur(t) — v(£))(@(t) — ua(t))](u(t) — u(t)|"~
+(pa(t), B(t, ux(t) —v(t), zx(t))]dt

On utilise les convergences fortes des controles et des états approchés (cf. lemme 13)
et le fait que les applications z — [ F(z(t))dt et u — [} G(u(t))dt sont faiblement
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sci [voir (3.11) et (3.12)] pour en déduire l'existence de .#’ et les majorations qui
suivent.

[ @) - Fa@)d < [ (#0),2() - yio))a
[ (@) = G <~ [ (a0~ o), ) - Bt a(e) — o0), 20t

Etape 3.Pour tout 2 Ce€ [0,T], choisissons y et v telles que leurs restrictions
respectives a [0, 7] — € soient Z et Z.

[ (FGE@) = Fly@)dt < [ (70,20 - y(@)at
L (Glu(®) = G at < = [ [(at) = v(t), 5(6)) = Ble,a(t) = v(t), 5(2))Jat

Donc
F'(t) € OF (2(t))

et
—(p(t), B(t,.,z2(t))g € OG(u(t)) p.p. tel0,T].
On déduit également p(T') € 9¢(z(T)) du fait que, pour tout h € H :

Ox(2A(T) = a(h) < (pA(T), 2(T) — D).

Donc
Cry — (k) < (B(T), 5(T) - h).



Chapitre 4

Sensibilité

Introduction

L’analyse de sensibilité a pour objet I’étude de la stabilité d'un point critique.
Dans le chapitre précédent, nous avons démontré que pour toute perturbation f il
existe au moins un triplet (zy, us, py) formé par une paire optimale et I’état adjoint
associé. Ainsi, il existe un point critique qui est également un minimum local pour le
probléme de controle optimal. En particulier, nous cherchons a caractériser les varia-
tions de la fonction valeur optimale lorsque les perturbations décrivent un voisinage
de f. Voici plusieurs questions qui se posent.

1. Tout d’abord sous quelles conditions existe-t-il une application f +— (zy, us, pys)
qui associe un point critique a une perturbation ? Nous avons obtenu dans le
chapitre précédent le systeme d’optimalité qui traduit les conditions nécessaires
d’optimalité du premier ordre. En démontrant que le probleme était bien posé
nous avions partiellement répondu a cette question : ’état est une fonction de
la perturbation et des contrdles. La difficulté essentielle porte ici sur les liens
entre les controles et les perturbations. Le théoreme classique des fonctions
implicites permet de lever cette difficulté dans certains cas ou 'on peut a la
fois ne pas borner a priori les contrdles et n’avoir que des égalités dans le
systeme d’optimalité. Sinon, une autre fagon de procéder consiste a borner a
priori les contrdles, par exemple a ’aide d’une contrainte polyédrique, dite “de
boite”. Les conditions d’optimalité s’écrivent alors sous la forme d’une équation
généralisée et c’est un théoreme de S. Robinson (voir [48], [22] et [9]) qui joue
le role du théoreme classique des fonctions implicites.

2. Quand l'application f +— (zf,uy, ps) existe, sous quelles conditions cette appli-
cation est-elle au moins localement lipschitzienne ? Nous pouvons alors démon-
trer que la fonction valeur optimale est localement lipschitzienne relativement
a la perturbation.

67
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3. Quelles hypotheses imposer pour que lapplication f +— (zf,uy,ps) soit au
moins directionnellement différentiable ? En toute généralité, le sous-différentiel
au sens de Clarke de la fonction valeur optimale fournit des formules peu ex-
plicites. Dans ce cas nous calculons les dérivées directionnelles de la fonction
valeur optimale.

La bilinéarité des équations d’état est un cas particulier de non linéarité pour lequel
nous pouvons apporter des éléments de réponses aux questions ci-dessus.

Comme précédemment, la perturbation est présente sous la forme dun terme ad-
ditif dans I’équation d’état. Nous allons faire porter 'analyse de sensibilité sur une
classe générale de problemes de controle optimal. En effet, pour focaliser notre atten-
tion sur ce terme bilinéaire qui apparait dans 1’équation d’état, nous nous limitons
a des équations de type semi-linéaire (cf. [41] et [47]). C'est a dire que 'opérateur A
est linéaire et la partie non linéaire est bilinéaire relativement au controle et a I’état.
De plus, le cofit est supposé différentiable, quadratique et strictement convexe. De
nombreux modeles s’occupent de controles bornés presque partout (voir la biblio-
graphie de [30]). Cette hypothese habituelle sur les controles est compatible avec le
fait de prendre p égal a deux et r infini. Mais il est important de noter que I’'on pose
r = 2 pour les deux exemples développés dans la suite. En effet, le lemme 1 permet
de démontrer que, dans le cas particulier ot p = 2, les problemes (P) sont bien po-
sés et différentiables au sens des normes L? relativement aux états et aux controles.
Sur ces exemples, le fait que les normes L*(Y) et L>(Y) ne sont pas équivalentes
n’est plus un obstacle a I'analyse de sensibilité (cf. [39]).

Le premier exemple développé est un modele de déformation mécanique de la
glace utilisant 'opérateur bilaplacien qui est du quatrieme ordre. Le terme bilinéaire
est de la forme u - Vz. Cette forme particuliere (voir [14]) permet d’obtenir des
majorants dans les deux premieres estimations a priori qui ne dépendent pas des
contrdles. La premiere et la seconde sections sont respectivement consacrées a I’étude
de I’équation d’état et au probléeme de controle optimal. A. Addou et A. Benbrik ont
démontré dans [1] que, sous réserve d’imposer a I’état initial d’étre assez petit, ce
contrdle optimal était unique. En exploitant le systeme d’optimalité on obtient un
résultat nouveau : la majoration a posteriori des controles au sens de la norme L2
Ainsi 'on démontre un premier résultat de régularité; la fonction valeur optimale
est localement lipschitzienne.

Dans la troisieme section nous utilisons les conditions suffisantes d’optimalité
du second ordre (cf. [8], (5.5) Contraintes d’image dans un convexe et [9], Section
2.3) pour obtenir les dérivées directionnelles de la fonction valeur optimale. C’est le
théoreme classique des fonctions implicites qui fournit les formules attendues.

Dans la derniére section nous abordons un second exemple de modele de stockage
thermique prenant en compte la réaction, la diffusion et la convection (voir [36]).
Ici le terme bilinéaire uz n’a pas la propriété précédente qui permettait de borner
les contréles admissibles. Mais le résultat obtenu sur la coercivité autorise la mise
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en oeuvre des méthodes développées par F. Troltzsch, K. Malanowski ([50] et [41]),
R. Griesse et B. Vexler [30] pour obtenir encore des résultats de sensibilité dans
le cas ou des contraintes de boite sont imposées aux controles. Nous renvoyons en
particulier & J.F. Bonnans (cf. [8], paragraphes (5.4) et (5.5) pour une synthese
de ces techniques. Notre classe de problemes prend place ainsi dans la théorie qui
étudie les conditions d’optimalité du second ordre et leurs liens avec la stabilité des
problémes de controle optimal (voir [23] et aussi la bibliographie de [40]).

4.1 Etude de I’équation d’état

Les notations sont celles de la premiére partie (voir les hypotheses générales dans
I'introduction). Nous supposons que 'opérateur A est linéaire et que les controles
sont a valeurs dans Y = R™ ou n est un entier naturel égal a deux ou a trois. Nous
considérons le domaine €2 qui est un ouvert borné de R", localement d'un seul c6té
de sa frontiére notée 9. Cette frontiére est une variété de classe C! et de dimension
n — 1. Ici il n’est pas encore question d’étudier un contréle optimal, mais nous
considérerons ultérieurement un cotit quadratique. Pour cette raison, nous cherchons
les solutions de 1'équation notée qui sera notée (F) dans I’ensemble W (0,T") (p est
égal a deux).

W(0,T) :={we L*0,T;V) :w € L*(0,T; V*)}.
Il s’agit d’un espace de Banach s’injectant de facon compacte dans L?(0,T; H) (voir

I'annexe B). De plus, tout élément de W (0,T") est presque partout continu sur [0, 7’|
et a valeurs dans H.

4.1.1 Reésultats préliminaires

Nous cherchons & minimiser le coit

T T
Iz = [ 1Rt + [ u(t) e
ou z est I'unique solution de I’équation d’état :
0z 0z
a(t, .CU) +6A22<t, .CU) = EZTLZIUZ(t)a—xZ
2(t,x) = a—z(t,x) =0 sur 092 x [0, 7T
v
2(0,x) = zo(x) sur €.

(t,x) + f(t,z) sur [0,T] x
(€)

La variable de temps décrit U'intervalle de mesure finie [0,7]. Le cadre fonctionnel
est composé d’un triplet de Gelfand : V' <— H < V™ ou les injections sont continues,
denses et compactes. Soit

V= Hj(Q),
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H := L*(Q),
V= H2(Q).
La norme usuelle de H sera notée |.|. L’espace de Sobolev V' est muni de la norme

| qui est définie pour tout élément ¢ appartenant & V par :

[l a p pp p
ol = (Sjaj—2| D*0[*)'/2.

Cette norme est équivalente a celle de H?(Q)

18]l m2(0) = (Sjaj<a| D[*)?

olt & est un multi-indice. Enfin |.||, := ||.|[z-2(q). Au lieu d’étudier 'EDP ci-dessus,
nous allons résoudre I’équation différentielle ordinaire qui suit.
(B) 2(t) + A%2(t) = u(t) - Vz(t) + f(t) pp. te€]0,T) (4.1)
2(0) = zo dans H. '

Dans (&) les applications sont a valeurs dans R. Nous conservons cependant les
mémes notations dans (F) pour les différentes applications qui sont cette fois-ci a
valeurs vectorielles. En particulier, le controle u appartient deés lors & L*(0,T;R"™)
(cf. lemme 1). Définissons a présent l'espace des solutions de (). Comme dans la
premiére partie nous cherchons les solutions dans I’ensemble (cf. annexe B)

W(0,T) :={we L*0,T;V) :w € L*(0,T; V*)}.

L’opérateur bilaplacien

Lemme 16.— L opérateur bilaplacien A% : V — V* est un opérateur linéaire
borné qui vérifie les hypothéses (H ).
Démonstration. Pour tous v et ¢ appartenant a V' :

/QAZUQO = /QAUA(p = (Av,Ap)g.

Par définition : [[A%0||. = supg <1 pev [(Av, Ap)y-v|. Par hypothese, n = 2 ou
n = 3, ainsi V' < H est une injection continue et il existe une constante positive,
notée C, telle que la majoration ci-dessous soit vérifiée.

1A%0]. < [Av] < CllAv]. (4.2)
O

Nous déduisons la coercivité de cet opérateur du lemme ci-dessous. S’agissant
d’un opérateur linéaire, sa monotonie en est une conséquence immeédiate. Les hypo-
theses de Lebesgue-mesurabilité et d’hémicontinuité se vérifient aisément.

Remarque. Nous utiliserons le fait que Papplication v € V s ({A20, vy« )2
est une norme équivalente sur V' a ||.||.
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Le terme bilinéaire

Lemme 17.— [ existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout v € R"™ et pour
touty eV :

v Vy| < clloffen[ly]- (4.3)
Démonstration. Pour tout v € R"™ et pour tout y € V :

AT
oYyl = [ (CLuipt)ds

n n a
o Vol < [ (S (Sag ) de < Jolliallylie

Les normes ||| et ||.||g2(o) étant équivalentes sur Hg(€2), il existe une constante ¢ > 0
telle que :

v Vyl* < [lollallyll*

O

Les hypotheses de bilinéarité et de mesurabilité au sens de Lebesgue sont vérifiées.
Nous imposons a la perturbation f d’étre un élément de L?*(0,T; H). Il reste a vérifier
que le terme bilinéaire appartient & L?(0, T; H) afin d’assurer que le choix des espaces

est compatible avec I’équation d’état (F). Ce résultat est un cas particulier du lemme
1, mais il est intéressant de signaler également la nouvelle majoration ci-dessous.

Lemme 18.— Si u € L>(0,T;R"™) et z € L*(0,T;V) alors u-Vz € L*(0,T; H).
De plus :

[ V2|20 < cllulleomrrm |2l L20,75v)- (4.4)
Démonstration. Pour tout v € L>(0,T;R™) et pour tout z € L*(0,T;V) :
- Vellfsiran = |l V2P

Le lemme 17 permet d’obtenir la majoration ci-dessous.

T
- VelFaom < ¢ [ u®lEal|=0] ds

On en déduit
Ju - vzH%Q(O,T;H) < C2”“”%°®(0,T;R")Hz”%Q(O,T;V)

qui permet de conclure. O



72 CHAPITRE 4. SENSIBILITE

4.1.2 Estimations a priori

Etablir des estimations a priori sur les solutions éventuelles de I’équation d’état
(E) permettra dans ce qui suit d’utiliser des résultats de compacité. Nous référerons
alors aux résultats d’existences démontrés dans la premiere partie. Avant d’aborder
les estimations a priori proprement dites nous établissons un lemme qui traduit une
propriété du terme bilinéaire souvent rencontrée dans les applications (cf. [14]) :

(u-Vz,z) =0.

Cette propriété se révélera d’importance lors de 1’étude du probleme de contréle
optimal. En effet, nous démontrerons non seulement 1’existence d’un contréle optimal
mais également son unicité.

Lemme 19.— Si u € L*(0,T;R") et z € L*(0,T;V) alors, pour presque tout
tel0,7T] :
(u(t) - Vz(t), 2(t))y. v = 0.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la formule de Green. Pour
presque tout t € [0,71] :

. 0%z
(u(t)-Vz(t), 2(t)) v v I/U(t)-VZ(t)Z(t) = Sinua(t). | 55(t)a(t)
Q Q 05
n 0*z
== ult). [ A0 5 1)
0
Nous pouvons établir les estimations a priori.
Proposition 7.— Si z est une solution de (E) alors
lellzzory < —sleol + 1] (4.5)
212 . —=|Z 2 RV .
L2(0,TV) < Vol L2(0,T;V)
120l 0,70y < |20] + V2 f Il 20,2049 (4.6)

) 1
12l 220,70+ < (ﬁl%l + 20z (C + V2 ull 2o rmn) + 1 20,y (4.7)

Démonstration. Effectuons le produit scalaire des membres de (E) par z(t). Pour
presque tout ¢ € [0,7] :

(0, 2Oy + (A%2(1), 2(0)),,., |, = W)V, 28y + (B, 20y (48)
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La formule d’intégration par parties (voir la proposition 17 dans 'annexe B) ainsi
que les lemmes 4.1.1 et 19 permettent d’obtenir les minorations ci-dessous.

1d

2P+ 2O < (F©), 2y pop-
2dt
On integre sur [0,7]. (Rappelons que L?(0,T; X) := L*(X) pour alléger les nota-

tions.)
1

2

1
AT = Slzol + 12022y < W ll2es 2l

1 1 1
(I2[l2vy — §HfHL2(v*))2 < Szl + Z”fH%Q(V*)'

On en déduit la premiere estimation. Pour démontrer la seconde nous commencgons
par intégrer I’équation (4.8) sur [0, ¢] inclus dans [0, 7.

1 1
12OF < Sl20l” + 1Lz 220y pop.
La premiere estimation (4.5) donne la majoration :
()17 < l20]* + V220l fll 20y + (V2] 2 pop.

On en déduit la seconde estimation (4.6). Considérons ¢ € L*(V) :
[ 0.0 1 <1 [ (2% Vv|+|/ 0, 6(0) - |

+|/ Dy

T
I/0 (@), 0y v | < (Cllzll2 vy + lullzml2l Loy + 1 f L2012 vy

Remarque : la constante C' est la constante d’injection continue V' — H qui apparait
dans (4.2).

12 20,50 < 1822 L2007y + 1w V2l 20,1500 + | fll 220,500

On utilise les deux premieres estimations (4.5) et (4.6). Il existe une constante po-
sitive C' telle que :

. 1
2|2y < C(ﬁ|zo| + 1 £l z2omsm) + 1wl 2.0 (20] + V21 flle2v)) + [ F ] z2qve)-

On en déduit la troisieme estimation a priori (4.7). O
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4.1.3 Existence et unicité de la solution

L’équation (FE) est un probléme bien posé. En effet les hypotheses d’application
du théoreme 1 sont vérifiées. Nous pouvons énoncer le résultat d’existence et d unicité
d’un état associé a un controle, une perturbation et un état initial fixés.

Proposition 8.— Siu € L>(0,T;R"), zo € H et f € L?*(0,T; H) alors il existe
un unique état z € W(0,7) N L>(0,T; H) qui est solution de l’équation (E).

Démonstration. Voir le théoreme 1. O

4.2 Solution optimale

Dans la premiere partie nous avions démontré la stabilité de ’équation d’état.
Soit I'application qui a un controle associe I'unique solution de 1’équation d’état
associée lorsque la perturbation et 1’état initial sont fixés.

0:L*0,T;R") x L*(0,T; H) — W(0,T) N L>(0,T; H)

Comme 'équation d’état admet une unique solution quand les parametres sont fixés,
nous introduisons le cotit réduit. Pour tout contréle u € L>°(0,7T), nous noterons

g(u) = J(O(u, f), u).

Proposition 9.— L’état initial 2o € H et la perturbation f € L*(0,T; H) sont
fixés. 1l existe une paire optimale

(z,u) € (W(0,T)NL>(0,T; H)) x L*(0,T;R™)

telle que z soit l'unique solution de l’équation (E,, ) et telle que le coit J(z,u)
soit minimal.

Démonstration. Voir le théoreme 4. O

4.2.1 Différentiabilité du coiit et conditions nécessaires d’op-
timalité

Dans cette section la perturbation f € L?*(0,T; H) et I'état initial 2o € H sont
fixés. L’opérateur bilaplacien a des propriétés de différentiabilité ainsi nous pouvons
démontrer plus que dans la seconde partie quant a la régularité de la solution re-
lativement aux controles : 'application 6 est différentiable au sens de Fréchet. Sa
dérivée directionnelle étant la solution d’une équation notée (FE.D.) nous serons a
méme de caractériser le controle optimal a I’aide du systeme d’optimalité qui est
alors un systeme ordinaire ou n’apparaissent que des égalités.
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Proposition 10.— L’application 6 est différentiable au sens de Fréchet. Pour

tous u et v appartenant a L*(0,T;R"™) sa dérivée partielle — (u, f).v est ['unique

du
solution de l’équation
(E.D.) { zgg))—L%?y(t) =u(t) - Vy(t) +v(t) - Vz(t) pp. te[0,T]

ot z est l'unique solution de (E).

Démonstration. L’équation (E.D.) est bien posée. En effet, avec les notations de
la premiere partie, c’est I'équation (Ep,..v.). Soit y la solution associée a u et v
fixés. L’application v € L*(0,T;R") — y € L*(0,T;V) est linéaire et continue.
Sachant que 6(u) et §(u + v) sont les solutions uniques, respectivement, de (£, ,, r)
et (B, utv,r) DOUS NOtONS

Z:=0(u+v)—0(u)

I'unique solution de I'équation (Eoy,v.vo(u+o))- Soit
wi=7—y

I'unique solution de 'équation F(0,u,v - VZ). Les estimations (4.5) et (4.7) et le
lemme 1 permettent d’obtenir I'estimation ci-dessous. Il existe une constante positive
k telle que :

lwllwor) = 10w+ v) = 0(u) = yllwor) < EllvllLzorem-
O

Théoreme 6.— Le cotut réduit j est directionnellement dérivable et, pour tous u
et v appartenant a L*(0,T;R"™) :

. . 0z
/()0 = 25, (v, i + (b, 5 0 (4.9

oup € L*(0,T;V) est l'unique solution de l’équation adjointe ci-dessous.

(E.A) { ;(pT()t):O&p(t):—u(t)-vp(t)+z(t) pp. t€0,T) (4.10)

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition (10) : z est la solution de
(E), y celle de I'équation (E.D.) et v € L?(0,T).

[ 4@ 00, 2O vt = [0, 20 vt
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_/ t) + A%p(t) +ult) - Vp(t))v- vdt

La formule de Green donne I’égalité ci-dessous.

[ @)0t)), 20}t = ~(u(T), (T + ((0), p0))

+/ t) + A%y(t) — u(t) - Vy(t), p(t))v-vdt.

On utilise alors le fait que y soit la solution de I’équation (E.D.).

[ 1O @-o0), 2wt = [ Gwld) (0, p0)) v,

Le cofit réduit est différentiable au sens de Fréchet. Notons respectivement ((.,.)) r2(0,7;m)
et ((-,.))r2(0,r;rm) les produits scalaires des espaces de Hilbert L*(0,7; H) et L*(0, T; R™).
On calcule la dérivée directionnelle pour tout v € L*(0,T).

1.
=/ (u)v = (0 (w).v, 2)) 20,150+ (v, 4)) L2 0,mmm) = ((0-V2, ) 20,0y (0, 1)) 20,7387 -

2
On en déduit 'expression de la dérivée directionnelle cherchée. Montrons 'unicité
de la solution p de I’équation adjointe. Pour presque tout ¢ € [0, 7], notons : ¢(t) :=
p(T —t), w(t) :=u(T —t) et x(t) := 2(T —t). De fagon équivalente ¢ est 'unique
solution de (Ejy ) qui est un probléme bien posé. O

Nous en déduisons une condition nécessaire d’optimalité du premier ordre sur le
contrdle en annulant la dérivée directionnelle.

Corollaire 1.— 57 u est un controle optimal associé a l’état z et a l’état adjoint
p alors, pour tout i € {0,1,...,n} :

wlt) = ~p(0), )y pp. te0.T)

i

4.2.2 Unicité de la paire optimale

Dans cette section, nous exploitons I'unicité du contréle optimal pour établir que
les contréles optimaux sont bornés.

1
Proposition 11.— 57 |z| + \/§HfHL2(0TH 7

unique dans (W(0,T)NL>(0,T; H)) x L>=(0,T;R™).

alors la paire optimale est

w
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Démonstration. Nous suivons les étapes de la démonstration dans le cas non per-
turbé (f est nulle) que 'on peut trouver chez [1] (cor. 3.2., page 151). Les notations
sont celles de la démonstration du théoreme 6. Considérons deux controles optimaux
uy et uy. Nous noterons avec 'indice j € {1,2} les états associés & ces controles op-
timaux.

Premiere étape. Les deux premieres estimations a priori, appliquées a I’équation
(Eo.w,.z;), permettent d’obtenir les majorations ci-dessous.

1
il z2vy < E‘ZO‘ + 1 fllz2(ve)

sl ooy < |20l + V211 fll 200

Deuxieéme étape. La différence z := z; — 25 est 'unique solution de (Fy, ug, (ug —
uy) - Vzp). Lestimation a priori

2l z2vy < [lur — uallL20,7mm) || 21 [ oo (v
fournit les deux estimations ci-dessous.
HZHLQ(V) < (J20] + \/iﬂfHL?(o,T;H))HUl - U2HL2(0,T;R")

HZHLW(H) < \5(\20\ + \/§|’fHL2(O,T;H))HU1 - U2HL2(0,T;R")

Troisieme étape. La différence ¢ := g1 — g2 est 'unique solution de (FEy, ws, (wy —
wy) - V@1 + x9 — 7). Soit 'estimation a priori :

lallz2oy < llwr — wallp2rmm la | 2oy + ll21 — 22l 22v4)
Notons p := p; — po la différence des états adjoints. Par définition de ¢ :

||P||L2(V) = ||q||L2(V)

Avec les premieres estimations respectives de la premiere et de la deuxieme partie
nous obtenons la majoration ci-dessous.

||P||L2(V) < 2(|20| + \/§||f||L2(07T;H))||U1 - U2||L2(0,T;Rn)

Quatrieme étape. Utilisons les conditions d’optimalité des deux contréles opti-
maux. Pour tout 1 <i<n:

un(t) — wnilt) = — (pat). g—f;u»v*,v T (), §—2<t>>w,v
= (a0 Dby = (000, L2 v
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Ainsi
|ur — ual[z20,7mm) < IP2llLzon |12l Lo iy + PN 220y 122l oo a1 (4.11)

Jur — ualz2 0.0 mn) <
1
(%\Z(ﬂ + (| £l z2va) ([20] + V2 fllz20.7:m)) V2] us — uall20,7:0))
+2(|20| V2] fl| 20,80 |11 — U2l L20.7m))
< 3(120] + V2| fll 2o ) lur — uall 20

Cinquieme étape. Si 3(|zo| + V2| f|l2(0.7.m))* < 1 alors up = uy. O
Lemme 20.— Soit u ['unique controle optimal associé a la perturbation f :

V2

ullz20,mizmy < == (4.12)

Démonstration. Pour tout i € {0,1,...,n} :

ult) = ~lt), SO pp. te(0.7]

)

1
||U||L2(0,T;Rn) < ||P||L2(V)||Z||L°°(H> < (ﬁ|20| + ||Z||L2(V))(|Zo| + \/§||f||L2(0,T;H))

La premiere estimation a priori (4.5) appliquée a I’équation adjointe (E.A.) (4.10)
permet d’obtenir la majoration annoncée. O

Nous en déduisons la régularité des controles relativement aux perturbations qui
permet d’établir que la fonction valeur optimale est elle-méme localement lipschit-
zienne par rapport aux perturbations.

Lemme 21.— Soit f, et fy appartenant a L?*(H) et une constante o vérifiant :
4 1
|20 + V2 max{|| fi|l 2o |5 € {1,2}} < a < —=.
V3
alors les controles optimaux uy et usg, associés respectivement aux perturbations fi

et fa, sont tels que :

20

”U2 - Ul”L?(o,T;R") < 1_73&2Hf2 - f1HL2(07T;H)-
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Démonstration. Rappelons la minoration (4.11).

|ug — url[z20,7mmy < IIP2llzzonll22 — 21llL20vy + P2 — Prllze vy 21l oo )

On utilise les estimations a priori (4.5 et 4.6).

1
1pjllL2vy) < ﬁ%' + 11fi 1l 220,10y -

(8]
1pjllr2v) < 75 (4.13)
125l z2v) < |20] + V2 5|l 200,70 -

12l 2y < . (4.14)

L'unique solution de (Eou,, (us—u1)-Vaitfamfi)) €t 22 — z1. Pour cette équation les
estimations a priori (4.5 et 4.6) s’écrivent :

|22 — 21HL2(V) < fJug — UlHLQ(o,T;R")HZ1HL2(V) + [ f2 — f1HL2(0,T;H)

22 — 21l 2vy < of|ug — wil|z20,mmm) + || .f2 = fill20,1:m)
12 = 21| ooy < V2(@llus = w2y + 1 fo = fill2o,rim)-
Les estimations a priori pour 1’équation adjointe donnent :

sz —p1HL2(V) < Huz - ul”LQ(O,T;R”)”pl”LQ(V) =+ HZz - Z1HL2(V)-

P2 = pillr2vy < |lue — willzermey + 22 — 21/l L2y (|20] + ﬁ”f”L?(o,T;H))
+allug — w2 rrey + 1f2 = fillL27m))-
P2 — p1llL2vy < 2aflug — wrl|20,mirm) + 1 .f2 = fillz2(0,mm))-
En synthese, on utilise les majorations ci-dessus et (4.11) pour obtenir le résultat

annoncé.

0]
g — UlHL?(o,T;R”) < ﬁ\/i(a”l@ - UlHL?(o,T;R”) +1[f2 — f1HL2(0,T;H))

+(2a||ug — U1||L2(0,T;Rn) + || fe — f1||L2(0,T;H))Oé-

HU2 - UIHLQ(O,T;R") < 3042HU2 - Ul”L?(o,T;Rn) + 204Hf2 - f1HL2(0,T;H)-

2c0
|ug — ur][L20,7mm) < 1_73&2Hf2 — fillz2o,1;m)-
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4.3 Etude de la fonction valeur optimale

Pour toute perturbation f € L?*(0,T; H) la fonction valeur optimale est définie
par
o (f) = it {J(O(u, f), u)lu € L2(0, T;R™)}.

4.3.1 Stabilité

Le résultat précédent de stabilité des contrdoles optimaux relativement aux per-
turbations fournit le premier résultat de régularité de cette fonction ci-dessous.

Théoreme 7.— La fonction valeur optimale ¢ est localement lipschitzienne sur
1
V3

Démonstration. Si zg € H et f € L*(0,T; V*) vérifient cette inégalité alors il existe
a € RT tel que

{f € L*(0.T; H) : |20| + V2| fllr20m:m) < —=1-

1
20| + V2 s < Q< ——. 4.15
|20l £l z2 0,7 0) 73 (4.15)

Considérons deux perturbations f; et f, dans la boule ouverte de L*(0,T; H) centrée
— |0

a
en f et de rayon . Notons (21, u1) et (29,us) les paires optimales associées

respectivement a f; et fo. Quitte a échanger ces deux paires de fagon a avoir le
second membre ci-dessous positif.

lo(f2) —(f1)] = HzQH%Q(O,T;V) - Hzl”%Q(O,T;V) + ”uQH%Q(O,T;R”) - Hul”%Q(O,T;R")
lo(f2) — ()l < (lz2llz0rv) + 121l 20,0y (122l 20.10v) — 21l 2200,70v))
+(HU2HL2(O,T;R") + HU1HL?(O,T;Rn))(HWHL?(O,T;Rn) - HU1HL2(0,T;Rn))
le(f2) = (Sl = (lz2llz20,1v) + 21l 2007122 — 21| 2200,750)
+(lluzll20,0mny + llurll 20, 0mey) w2 — wil| L2078 -
En particulier, d’apres la démonstration du lemme 21 :
|22 — 21l z2(vy < f|ug — wil|z20,mimm) + || f2 = fillL20,1:m)-

Or les contrdles sont bornés (voir le lemme 20).

V2
HU2HL2(O,T;R”) + HU1HL2(0,T;Rn) < ? < \/5042-
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De plus (cf. lemme 21) :

|ug — ur][L20,mm) < 1_73&2Hf2 — fillz2o,1;m)-
En synthese :
o(f2) = ()] < V2a(alus — w2 r@n) + 1 f2 = fill c20.mm)

2
+v20” : -

— fille2o,1m0)-

lo(f2) — (f1)|<\/_041+a |f2 = fillezo,;m)-

4.3.2 Dérivées directionnelles de la valeur optimale

Le fait que la fonction valeur optimale soit localement lipschitzienne autorise le
calcul de son sous-différentiel au sens de Clarke (cf. [17]). En fait nous allons démon-
trer ci-dessous que, pour I’exemple qui nous intéresse ici, cette fonction est méme
directionnellement différentiable. Dans un premier temps il faut établir I'existence
d’une application qui associe un controle optimal a une perturbation. Nous montre-
rons ensuite la régularité de cette application. Pour mener cette étude, le cadre de la
formulation lagrangienne semble adapté. Soit le Lagrangien du probléeme de controle
optimal. Pour tout (z,u,p, f) € W(0,T) x L*(0,T;R™) x L*(0,T; V) x L*(0,T; H) :

Z(zauapa f) = J(Z’u)+<2+A22_u'VZ_f7p>L2(O7T;H),L2(O,T;V)+(2(0)_207p(0))H'

Soit (z,u) la paire optimale et p I'adjoint associés a la perturbation de référence
nulle. Nous noterons z := (z,4,p) et £ = Z(%, 4,p,0). Pour alléger les nota-
tions, des indices permettront d’identifier les dérivations. Les conditions nécessaires
d’optimalité en x se traduisent par la nullité du gradient de ce Lagrangien.

_ %, Or2(0,m3v)
gx = oZiu = OLQ(O,T;R") . (416)
% Or20,13v)

Explicitement, pour tout (dz,du,dp,df) € W(0,T) x L?(0,T;R") x L*(0,T;V) x
L*(0,T; H) :

2(2,02) r2(m) + + {0z + A%z —u- Voz,p)r2m),r2vy + (62(0), p(0)) g =0
(CNOy)§ 2(u, 6u) 20,0y, 22 (0,0 + (—0U - VZ, D) 12(m1),12v) = 0
(z4+ A2 —u-Vz, Op) r2(my,2(vy + (2(0) — 20, p(0)) g = 0.

Dans toute la suite, nous supposons que |zy| < condition qui intervient notam-

1
\/ga

ment pour assurer 1'unicité de la solution optimale.
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Lemme 22.— Soit & qui vérifie les conditions nécessaires du premier ordre (CNOy).
Il existe des constantes a > 0 et b > 0 telles que, pour tous (6z,0u) € L*(0,T;V) x
L*(0,T;R™) vérifiant

62+ A%z=1u-Viz40u-Vz pp. (4.17)
on ait : .
||5Z||%2(0,T;V*) < d||5u||%2(o,T;v*) (4.18)
et B
<(5U : V527p>L2(0,T;H),L2(O,T;V) S bHduuLQ(QT;V*) ”52”‘/{/(077‘). (419)

Démonstration. Appliquons I'estimation a priori (4.7) aux directions critiques (i.e.
qui vérifient 1'égalité (4.17)).

5
|62l 20y < (5 + C)6u- V220

On utilise le lemme 18 pour obtenir la majoration (4.18) ci-dessous.
EK2C" 5

6 (3
Les inégalités (4.13) et (4.15) permettent d’obtenir une majoration de ’état adjoint
associé.

. 2
162 L20,75v+) < +CO)1+(C+ 3) 0wl L2 0,7;mm)

1
_ e
||p||L2(07T,V) > \/5

On déduit du lemme 1 la majoration (4.19) ci-dessous.

<5U Viz p>L2(0TH) L2(0,T;V) f|’5U’\L2(0TV* 5ZHW(0T)

On en déduit le résultat ci-dessous qui s’inscrit dans l'esprit de [42].

Proposition 12.— Soit x qui vérifie les conditions nécessaires du premier ordre
(CNOy). Pour toute perturbation g € L*(0,T;V*), I’équation ci-dessous admet une
solution unique dans W(0,T) :

<E>{igé))ify(t):ﬁ(”'vy(t”g“) pp. te[0.7]

De plus, avec les notations du lemme 22, si 2a+ b < 2, alors il existe p >0 tel que
la condition ci-dessous soit vérifiée

gzz gzu 0z
a0 (5 ) (0 2 o0elhon + Wouliaansy) (420
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pour tous (6z,0u) € L*(0,T;V) x L*(0,T;R™) tels que :

624+ A%z=u-Viz+ou-Vz pp.

Démonstration. L’existence d’une solution unique de (E') est assurée par le théoreme
1. I nous reste a démontrer la condition de coercivité (4.20) pour les directions
critiques, i.e. pour du et dz qui vérifient (4.17). Notons

2 . jzz jzu 0z
L (52, 6u)% = (52 5u)< 7 )( &L)

%3(52, 5“)2 = 2”52”%2(0771;‘/) + 2<5u . v527p>L2(0,T;H),L2(,T;V) + 2”(5’&”%2(0771;[@”)

On commence par utiliser la majoration (4.19) du lemme 22.
HL (6, 5“)2 = 2”52”%2(0,T;V) + 2H5UH%Q(O,T;R”) - 2b”5uHL2(O,T;R”)HézHW(O,T)

HL (67, 6u)* > 2”52”%2(0,T;V) + 2H5UH%Q(O,T;R”) - E(Héu”%Z(O,T;Rn) + H52H12/V(0,T))
H L (62,6u)” > (2= )10zl om) + 2 = D)10ul 2075y — 20102117200,717+)

La majoration (4.18) permet alors d’obtenir la minoration ci-dessous.
AL (52,6u)* > (2= )02l o) + (2 = b = 20)|0ullF20 1)
O

Proposition 13.— Sous les hypothéses et avec les notations de la proposition 12,
il existe un voisinage ¥ (x), un voisinage ¥ (0r20,r,my) et des applications de classe
ct:
<C7X77T) : AI/<OL2(O,T;H)) - 7/('%)
qut ont les propriétés suivantes.

1. Pourtout f € ¥(0) (C(f), x(f),m(f)) est l'unique point vérifiant les conditions
nécessaires d’optimalité dans L (x).

2. (€(0),x(0),7(0)) = (%, u, p)-

3. La dérivée directionnelle de ((, x,m) dans la direction 6 f vérifie

¢'(0)(0f) Z.4(2,0)(.,6f)
AL (@) | X(0)6f) | =—| Lur(z,0)(.,5f)
7 (0)(5f) Zps(2,0)(.,0f)

Démonstration. Compte tenu de la proposition 12, notamment de l'inégalité de
coercivité (4.20) et grace au lemme 2.3. du (cf. [33]), 7% (Z) admet un inverse
borné. Le théoréme des fonctions implicites appliqué a ’égalité (4.16) nous permet
de conclure. O
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Proposition 14.— Sous les hypothéses de la proposition 12, la dérivée direction-
nelle de la fonction valeur optimale en O dans la direction 6f € L*(0,T; H) est
donnée par la formule

©'(0;0f) = —(6f, D) 20,750, L2(0,13V) (4.21)

ot p est l'unique état adjoint du probléme non perturbé. La fonction valeur optimale
est de plus Gateauz-différentiable en 0.

Démonstration. Soit 6f € L*(0,T; H), (C(0f), x(6f),n(df)) vérifiant les conditions
nécessaires d’optimalité nous avons 1’égalité ci-dessous.

p(f) = JC)x() = 2, x(), 7 (f), [)-
¢'(0;0f) = Z.(C(0)(01)) + Zu(X (0)(01)) + L' (0)(6)) + Z; (5 f).
Par composition des dérivées 'on a :
(Z(CC)sx(),7(), 1)) (0;0f)
= Z.(¢(0)(01)) + 2. (X (0)(8f)) + L, (7' (0)(5)) + Z;(6f) = 0.

Les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre montrent que les trois pre-
miers termes sont nuls. On déduit la formule (4.21) de I'égalité :

jf@f) = —(0f, D) L2(0.1:10),12(0,;V)-
]

Remarque. Il est a noter que la méthode mise en oeuvre ci-dessus s’applique a
des perturbations du cofit et de ’équation d’état plus générales. Pour autant, nous
ne précisons pas ici les hypotheses. Considérons le probléeme de controle optimal ou
les perturbations notées f; (i € {0, 1,...,6} interviennent sur les différents termes.

J(z,u) = ”zH%Q(O,T;H) + HUH%Q(O,T;Y)

() I+ A+ A+ F2(1))A%2(t) = (L+ fs()(u(t) V(1) + fa(t) pp.
2(0) = 2z + f5 dans H.

Nous obtenons les dérivées directionnelles relatives a toutes les perturbations f;,
chacune dans une direction notée 4 f;. Notons

(0;6f) :==1(0,0,0,0,0;6f1,0f2,0f3,0f1,0f5).

La formule, sous des conditions appropriées, serait du type :

(,0’(0; 5f) = —<5f12 + 5f2A2_ — 5f3(l_b : VZ) — 5f4aﬁ>L2(H),L2(V) — (5]65,13(0))H
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4.4 Contraintes de boite

Nous nous intéressons ici a un cas particulier pour lequel les controles ne sont pas
bornés a posteriori a 1’aide d’une propriété du terme bilinéaire. C’est au contraire
une contrainte a priori qui est imposée aux controles. Les conditions sous lesquelles
s’effectue 'analyse de sensibilité sont, d'une part la polyédricité de I’ensemble des
controles admisibles, et d’autre part une condition suffisante d’optimalité du second
ordre (au sens de la norme L?) qui se traduit par la coercivité du Hessien de la
fonction cotit pour des directions critiques.

Afin de surmonter la difficulté de la divergence des normes qui est propre a la
dimension infinie nous utiliserons la majoration (2.3) du lemme 1. De plus, comme
chez ([43]), le controle intervient de fagon quadratique dans le cofit.

4.4.1 Equation et cadre fonctionnel

Soit n un entier naturel non nul, nous considérons le domaine €2 qui est un ouvert
borné de R"™, localement d’un seul c6té de sa frontiere notée 0€2. Cette frontiere est
une variété de classe C! et de dimension n — 1. Autrement dit, le domaine € est
suffisamment régulier. Nous cherchons a minimiser le cofit

T T
Teu) = [ Rt + [ fu@) at
ou z est I'unique solution de ’équation d’état :

%(t, z) — Az(t,x) = u(t)z(t,x) + f(t,x) sur Q x [0,T]
(&) z(t, ) = 0 sur 99 x [0, T
2(0,2) = 2zo(x) sur Q.

La variable de temps décrit U'intervalle de mesure finie [0,7]. Le cadre fonctionnel
est composé d’un triplet de Gelfand : V' <— H < V™ ot les injections sont continues,
denses et compactes. Soit

V= HY(9),
H = L[*(Q),
V* = H Q)

La norme usuelle de H sera notée |.|g pour la différencier de la valeur absolue. Nous
devons résoudre 1’équation différentielle ordinaire ci-dessous ot nous rajoutons une
contrainte de boite sur les controles. Soit m et M deux applications appartenant a

L®(0,T).

2(t) — Az(t) = u(t)z(t) + f(t) pp. t€]0,T]
(Eu,,) s 2(0) =z, dans H
€ Uy :={ue L*0,T):m(t) <u(t) < M) pp. tel0,T]}
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L’espace des états est encore
W(0,T) :={w € L*(0,T; V) :w € L*(0,T;V*)}.

L’opérateur laplacien étant un isomorphisme de V' dans V* les hypotheses (H4) et
(Hp) sont vérifiées et I'on vérifie les hypotheses (Hy ) (voir Pexemple 2.3.3). En par-
ticulier il est a noter que les estimations a priori sont vraies avec des majorants qui ne
dépendent pas des normes des contrdles mais seulement de celles de la perturbation
f € L*0,T; H) et de 'état initial zg € H qui sont fixés.

4.4.2 Formulation lagrangienne

Définissons le lagrangien du probleme de controle optimal.
g<z7u7p7 f) = J(’Z7 u) + <Z —Az—uVz— f7p>L2(H)7L2(V) + (Z(O) - 207p<0)>H-

Soit (z,u) la paire optimale et p I'adjoint associés a la perturbation de référence
nulle. Nous noterons Z := (2,4, p) et £ := Z(2,4,p,0).

A cause de la contrainte de boite sur les controles, les conditions nécessaires
d’optimalité en T se traduisent par I’équation généralisée ci-dessous (voir [9], section
5.1.2). Explicitement, pour tout (§z, du, dp,df) € L*(V)x L>°(0,T) x L*(V) x L*(H),
soit le systeme (SO) :

.22(52) = 2(5, (SZ)H + <5Z — Adz — ﬂ(sz,ﬁ>L2(H),L2(V) + (52(0),]5(0))[-[ =0
You € Uaa

Zu(0u —u) = 2(u, 0u — ) r2(0.7),c200,7) + ((0u — )2, P) 2oy, 22(v) = 0
Zy(0p) = ([, 0p) 2an) L2(v) = 0.
(4.22)
Soit A4 (u) le cone normal & U en u. Si u n’appartient pas a U alors A (u) est
'ensemble vide. Sinon ce cone normal est une partie du dual de L*(0,T).

N (@) = {u € (L=(0,T)), /OT(u —@)du < 0,Yu € U).

Nous noterons
{0201}
N(u):= | A (u)

{0220 }
L , . . s )l .
et les conditions nécessaires du premier ordre s’écrivent sous la forme de 1’équation
généralisée ci-dessous.

Or2(v) Z
Op=or) | €| 2 | +N@) (4.23)
Or2(v) ,
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4.4.3 Polyédricité et conditions d’optimalité

Un sous-ensemble K, convexe, fermé et inclus dans un espace de Hilbert H est
dit polyédrique en u € H si

[adh(Uxso MK — Tl ()] N [u— g (u)]* = adh[UysoA(K — g (u) N [ — g (u)]*]

ott [u — g (u)]t est le complémentaire orthogonal du sous-espace engendré par
u — g (u) et Hg(u) le projeté de u sur K (voir la définition 3.3.3. de [43]). Le
sous-ensemble K est dit polyédrique si et seulement s’il est polyédrique en tout
ue H.

Le concept de polyédricité (voir [44], [8] (5.4)) est appliqué a 'ensemble ad-
missible de notre probleme de contrdle optimal pour permettre de ne conserver de
I’ensemble des solutions du systeme d’optimalité que celles qui vérifient la condition
nécessire du second ordre. En dimension infinie, cette condition de polyédricité as-
sure qu’il n’y a pas de saut entre les conditions suffisantes et nécessaires du second
ordre. Autrement dit, ’ensemble des contraintes ne présente pas de courbure du
second ordre et il n’y a pas de défaut de compacité pour les espaces de dimension
infinie que nous avons choisis (cf. J.F. Bonnans [7] et [43] th. 3.3.1, chapitre 3.4 et
le développement d’'un contre-exemple di a F. Troeltzsch p. 10).

La contrainte de boite que nous imposons aux controéles est :

U € Upg i ={uc L*0,T) :m(t) <wu(t) < M) pp. tel0,T]}
ol m et M sont deux éléments de L*(0,T). Cette contrainte est polyédrique (cf. 7]
et [44]).
4.4.4 Dérivées directionnelles de la fonction valeur optimale

Proposition 15.— Sous les conditions de la proposition 12, pour toute perturba-
tion 6f € L*(0,T; H), la dérivée directionnelle de la fonction valeur optimale en 0
dans la direction 0 f est donnée par la formule ci-dessous.

¢'(0;6f) = — (6, P r20,5m), 12003V (4.24)

Démonstration. Premiere étape- Commencons, comme dans la démonstration de la
proposition 12, par utiliser le lemme 1 pour établir la condition de coercivité.

= 216272 (0.7v) + 2(6ubz, P) L2011, L2 0.13v) + 2/|0ul| 7207
> 2102132000y + 2M10ullF20.1) — 2KT?||6ull 20,19 162l w 0.0 1D 1] 220,31 -
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Mais I’état adjoint est majoré a priori par une constante liée seulement a I’état initial
et aux controles qui sont bornés du fait de la contrainte de boite. Ainsi, pour un
état initial et une boite assez petits, en utilisant des arguments similaires a ceux de
la preuve de la proposition 12, on peut trouver une constante k' > 0 tels que :
jzz jzu 0z / 2 2
@ w0 ( 20 2 ) (5 )2 K 0on + ool

Seconde étape— Forte régularité
L’équation généralisée (4.23) est dite fortement réguliere au point critique (z, u, p)
(noté plus simplement Z) pour la perturbation nulle
(i) si 'application
"?Z
(62, 6u,6p) — | 2,
%
est différentiable au sens de Fréchet en (z, u, p)
(ii) s'il existe des voisinages ¥ (0r20,r;m)) et ¥ ((02,du,dp)) tels que pour tout
triplet (ey, €2, €3) (noté plus simplement €) il existe une unique solution (z, u, p)
dans 7 ((6z,0u, dp)) a I'équation généralisée linéarisée et perturbée :

.,?; - z—Z
ceE| L | +HL| u—u |+ N(u) (4.25)
%z, p—p

(iii) si cette solution est unique dans le voisinage ¥ ((6z,0u,dp)) (on la notera

alors (2¢, u¢, p°))

(iv) et enfin si application € — (2, u¢, p°) est lipschitzienne sur ¥ (0r2(0,7;x))
Dans la premiere étape nous avons vérifié les conditions suffisantes d’optimalité du
second ordre. Nous déduisons du théoreme 4.2 de F. Troltzsch (cf. [50]) que 'équation
généralisée (4.23) est fortement réguliere en (z,u, p).

Troisieme étape— Application du théoréme des fonctions implicites a ’équation
généralisée.

Nous renvoyons au théoreme 3.11 établi par R. Griesse et B. Vexler (voir [30]) qui
montre la dérivabilité directionnelle de I'application € — (2, u,p¢) en € = 0 dans
chaque direction (Jeq, des, de3). Son corollaire 3.12 qui est une application du théo-
reme des fonctions implicites pour les équations généralisées d’A. L. Dontchev (cf.
[22]) assure, sous les conditions suffisantes d’optimalité du second ordre et sous des
conditions de compacité vérifiées ci-dessous I'existence d’un voisinage ¥ (02 (0,7 "))
d’un voisinage ¥((z,u,p)) et d’'une application notée

(C,X,ﬂ') : 7/<0L2(0,T;H)> - 41/((’57717]5»

tels que :
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1. pour toute perturbation f appartenant a ¥ (0r2(0.7;m)), (C(f), x(f),7(f)) est
I'unique solution du systeme des conditions nécessaires du premier ordre et

(€(0), x(0), =(0)) = (%, u,p).

Quatrieme étape— Calcul des dérivées directionnelles de la fonction valeur opti-
male.

Soit 6f € L*(H), (C(6f),x(6f),m(6f)) vérifiant les conditions nécessaires d’op-
timalité nous avons 1'égalité ci-dessous.

p(0f) = J(C(61), x(6f)) = Z(C(0f),x(0f),x(0]), f)-
¢'(0;0f) = Z.(C'(0)(6)) + Zu(X(0)(f)) + Zp(x'(0)(6)) + Z; (3 ).

Par composition des dérivées 'on a :
(L), x(), (), £))'(0;6.f)
= Z.(C(0)(8))) + Zu(X (0)(3)) + L (x"(0)(5.)) + Z;(3f) = 0.

Les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre montrent que le premier et
le troisieme termes sont nuls. Quant au second terme, il est également nul.

Z,(X'(0)(6)) =0

En effet, par définition, on a :
x(0) = u.
La dérivée premiere du Lagrangien relativement aux controles est nulle si la contrainte
n’est pas active. D’autre part, si la contrainte n’est pas active alors c’est x'(0)d f)
qui est nul.
En conclusion, le quatriéme terme donne a nouveau les dérivées directionnelles
de la fonction valeur optimale en 0. O



Annexe A

Intégrabilité au sens de Bochner

Soit 7" > 0 et V un espace de Banach, le segment [0, 7] est muni de la tribu de
Lebesgue et 'espace de Banach V' de la tribu des boréliens. Une fonction définie sur
[0, 7] et & valeurs dans V' est dite « simple » si elle est & valeurs vectorielles constantes
et non nulles sur un nombre fini de parties Lebesgue-mesurables et disjointes qui sont
incluses dans [0,7] et si elle est nulle sur le complémentaire de leur réunion dans
[0,T]. Une application z : [0,7] — V est dite « fortement mesurable » sur [0, 7] si,
pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7], elle est la limite forte (i.e. au sens de la
norme |.||y) d’une suite (2,)nen+ de fonctions simples :

[2n(t) — 2()][y = 0 pp. t€[0,T]
Si, de plus,

T
lim [ (t) = 2(0) | de = 0
alors la fonction z est dite « intégrable au sens de Bochner » pour la mesure de
Lebesgue. La proposition ci-dessous donne une condition nécessaire et suffisante

d’intégrabilité au sens de Bochner.

Proposition 16.— Soit V' est un espace de Banach séparable et z : [0,T] —
V' une application fortement mesurable. L’application z est intégrable au sens de
Bochner pour la mesure de Lebesgue si, et seulement st,

T
|10l dt < oo

Soit p € [1, 0o[, nous noterons LP(0,T; V') (respectivement L>°(0,T; V")) 'espace
des fonctions z : [0, 7] — V fortement mesurables (resp. bornées presque partout sur
[0, 77) telles que [y ||z()||% dt (resp. infessiepo.r]|2(¢)]|) soit fini. C’est un espace de
Banach ([5]) muni de la norme

lelly o= ([ Nate)IP d).
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Si V' est un espace de Banach séparable et réflexif, et si 1 < p < oo, alors le dual de
LP(0,T;V) est LP"(0,T; V*). En particulier, si 1 < p < oo, alors I'espace LP(0,T;V)
est réflexif.

Théoréme 8.— ([5/, th. 3.1 p. 50) Soit V' un espace de Banach réflexif, si 1 <
p < oo alors a tout w € (LP(0,T;V))* est associé un élément y, € LP"(0,T; V™) tel
que

(z,w) = /OT(z(t),w(t))dt, vz € L0, T; V)
et

[wllp = 1wl

Réciproquement, tout y € L¥ (0,T;V*) définit une fonctionnelle w, € LP(0,T;V)
telle que

(2, w,) = /0 L), y0) i, W € LP(0,T: V)
et

ly p* = ||wy||p'



Annexe B

Espaces de Sobolev vectoriels

Soit H un espace de Hilbert séparable et V' un sous-espace dense dans H. Suppo-
sons que V est muni d’une structure de Banach réflexif et séparable. L’espace H est
identifié avec son dual H* (c’est I’« espace-pivot » ). De plus, les injections ci-dessous
sont supposées continues et denses :

VCHCV”
Un tel triplet V- C H C V* est appelé « triplet d’évolution » ([52]) ou « triplet de
Gelfand ». Les normes sur H, V' et V* sont notées respectivement |.[, ||.|| et |||+
Le produit scalaire sur H est noté (.,.)y et le crochet de dualité entre les espaces
V* et V est (.,.)v+xy ou plus simplement (.,.). Nous imposons que p appartienne

a [2,00[ et nous notons LP(0,T; V) 'ensemble des classes d’applications fortement
mesurables v : [0,7] — V, intégrables au sens de Bochner ([5]), telles que

T
/ lo(®)]|P dt < .
0
C’est un espace de Banach muni de la norme
T 1
ol = ([ o) ey .
Comme p est a fortiori strictement supérieur a 1, on peut identifier les espaces

(LP(0,T;V))* et LP (0, T;V*) ot p* est le conjugué de p (voir Pannexe A). Définis-
sons ’ensemble

W, (0,T) == {z € LP(0,T; V)|Fw € L (0, T; V*), 3wy € V|

2(t) = wo + /Otw(s) ds p.p. te€0,T]}.
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La notation 2 est utilisée pour indiquer que, en particulier, z appartient a I’ensemble
des fonctions absolument continues de [0, 7] et a valeurs dans V. L’élément w étant
unique dans LP" (0, T; V*) on le notera . La condition initiale s’écrit

Wy = 2p-
On note plus simplement :
W, (0,T) := {z € LP(0,T; V|2 € L' (0, T; V*)}.

La dérivée de z au sens des distributions est définie, pour tout ¢ € Z(]0,T[) qui est
I'ensemble des fonctions de classe C*° & support compact inclus dans ]0, T'[, par

T dx B T )
| T et == [ =00 @ (B.1)
Soit I’ensemble

Z ={2€I”0,T;V)/3v € LF (0, T;V*),Yo € 2(]0,T]) |

[ ettt =~ [ e

Lemme 23.—
Z =Wy (0,T)

Démonstration. Commencons par démontrer l'inclusion de Z dans W,,-(0,T"). Soit
z appartenant a Z, notons

) ::z(t)—/otv(s)ds pp. LE0,T]

Le membre de droite a un sens car L'(0,7;V) contient LP"(0,T;V) (1 < p* < 2).
L’espace V est séparable et réflexif donc son dual aussi. Soit un ensemble dénom-
brable et dense dans V* noté D. Pour tout d appartenant a D :

(d,C0)) = (d,2(0) = [ d,v(s))ds
[l co)+ [ etondstar = [0, o)
[ coner [ o1 (d os)asia
= [ )i ooyt
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D’ou, pour tout ¢ € 2(]0, 7)),

ool cm) =

Pour tout ¢ € [0,7] — Ny et pour tout d € D, il existe un réel ay et une partie
négligeable de [0, T, notée N, tels que :

(d,¢(t) = aq.
Notons N la réunion des N, pour les d de D.
{d,¢(t) = aq.

Soit & présent x € V'*| il existe une suite (d,)n<1 d’éléments de D qui converge vers
x dans V*. Pour tout ¢t € [0,7] — N :

(dn, C(1)) = cua,

il en résulte que la suite (g, )n<1 converge vers «, dans R tel que, Ppour tout
te0,T]— N :

(z,¢(t) = am
L’application = — a, est une forme linéaire continue sur V'’ qui est réflexif. Donc il
existe wy appartenant a V' tel que, pour tout = € V'"* :

<{L‘,C(t)> = <x,w0> AS [O7T] - N

ou encore

C(t) =w, Vtel0,T] - N.

Réciproquement, montrons que W,,«(0,T") est inclus dans Z. Soit z appartenant a
Wop<(0,T) tel que

—w0+/ s)ds p.p. te€]0,T].

Pour tout ¢ appartenant a 2(]0,T)

/0 Yz = / #){wo + / s) ds}dt

En dérivant au sens des distributions, on obtient :

/OT Plz=— /OT o(t)w(t) dt

En effet, z est sommable sur [0, 7] et

{wo +/ s)ds} =w(t) pp. te€[0,T].
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On montre que, muni de la norme

2 )1/2

p*

l2llw, = (ll=ll; + [l2

I'ensemble W,,«(0,T) est un espace de Banach réflexif et séparable qui s’injecte
contintiment dans C([0,7]; H). Autrement dit, tout élément de W,,«(0,7) a un
unique représentant continu.

Lemme 24.— Pour 2 < p < oo, toute fonction de W,,-(0,T) appartient a
C(]0,T); H) aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle.

Démonstration. Tout élément de W,,-(0,T) qui n’est a priori défini que presque
partout se prolonge a [0, T]. Pour tous ¢ < ¢’ appartenant a [0, 77,

I — = =1 [ )
I26) =) = 1| [ xi

I26) — 20 < [ I

Par l'inégalité de Holder,
l2(2) = 2(#)] < [t —#']V/7)|2

p*:
L’injection continue de V' dans H permet de conclure. O

Remarque.  Ce qui précede s’applique avec p > 1. Dans le cas particulier ou
p est infini, c’est le théoréme de convergence dominée de Lebesgue qui assure la
continuité : soit une suite (t,),en convergeant vers ¢ fixé dans [0, T alors

T
o) = 2t < I [ Xl

120 = =l < [ Ixgan2(0)

On construit la suite (v,)nen dans V' définie par

Up = X[t,tn]z-

Elle converge vers 0 dans V', pour presque tout ¢ appartenant a [0, 7], et :

loa (B < [IZ@)]-

Comme %(t) appartient a L'(0,7;V*), on en déduit que |[v,||; tend vers 0 quand n
tend vers oo et donc ||z(t) — z(t,)|| tend vers 0.

Nous rappelons enfin les résultats qui justifient I'intégration par parties pour les
EDP qui nous intéressent.
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Proposition 17.— [25] Soit (p,q) € [1,+00] et 1 < r < 400 tels que i + % =1
Si B: Ex F — G est bilinéaire et continue alors B induit l'application bilinéaire
continue :

Wie(0,T; E) x WH(0,T; F) — WYw(0,T;G)
(u,v) — B(u,v).

De plus, pour tout (u,v) € W'2(0,T; E) x WH4(0,T; F)
(B(u,v)) = B(u',v) + B(u,v")

et pour tout t appartenant a [0,T) :

Par exemple, soit u et v appartenant & H'(0,T; L*(Q) et B : L*(Q) x L*(2) — R
définie par B(f,g) = [ f(x)g(z) dz, alors

/ / t:c ta: dxdt = /Qu(T,x)v(T, x) daz—/ u(0, x)v(0, x) dx

Q
T ou
—/0 /Qa(t,:c)v(t,x) dxdt

Avec B : L*(Q) x L*(Q2) — LY(Q) définie par B(f,g) := fg, pour toute application
we HY0,T; L*(Q) on a u* € WH(0,T; LY(Q) et aa_qf = 2u%%. On peut montrer que
pour tous u et v appartenant a E :

/OT(U’(t), v(t) e p(t x) dt = (u(T),v(T)) 2(e) — (u(0),v(0)) @)

_ /0 (0, () st ) dt.



Annexe C

Hémicontinuité

Dans cette annexe, nous notons V' un espace de Banach réflexif et séparable et
V* son dual. Un opérateur A : V — V* est dit

1. monotone si
(A(z) = Ay),z —y) 20, VzyeV;
2. hémicontinu si 'application A € R — (A(z + Ay), y) € R est continue;

3. demicontinu s’il est continu de V fort dans V* faible.

Théoreme 9.— Si un opérateur est borné, hémicontinu et monotone alors il est
demicontinu.

Démonstration. ([24], chapitre 8) Soit (z,)nen+ une suite qui converge fortement
dans V vers z. Cette suite est bornée donc, A étant supposé borné, la suite A(z,),en+
est bornée dans V*. Les espaces V et V* étant réflexifs, il existe une sous-suite ex-
traite de A(z,),en+ que nous notons avec les mémes indices et qui converge faible-
ment dans V* vers un élément de V* noté (.

L’opérateur A étant monotone, pour tout y € V', nous avons la minoration :

(A(zn) — Ay), 20 —y) 2 0.
(A(zn), 20 —y) = (AY), 20 —y) 2 0 (C.1)

La convergence forte de (zn)neN+ dans V vers z implique en particulier la convergence
de (A(y), z, — y) vers (A(y),z — y). De plus, A(2,)nen+ converge faiblement dans
V* vers (, ainsi (A(z,), 2z, — y) tend vers (C, z, — y). Enfin la convergence forte de
(zn)nen+ entraine celle de (A(z,), z, — y) vers ((,z — y). Donc, quand n tend vers
~+o00 I'inégalité C.1 donne la minoration ci-dessous. Pour tout y € V' :

((—Aly),z—y) =0 (C.2)

Pour tout A > 0, pour tous u et v appartenant a V', I’équation C.2 donne :

(C —A(u+ \v),v) <0.
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Du fait que A est hémicontinu, quand A tend vers 0 nous obtenons pour tout v € V' :
(¢ — A(u),v) <0. (C.3)
En appliquant C.3 avec —v au lieu de v on a méme 1’égalité ci-dessous.
(¢ = A(u),v) <0.

Donc ¢ = A(z). L’unicité de la limite faible permet de conclure que A est demicon-
tinu. 0



Annexe D

Régularisation des fonctions
convexes

Soit X un espace de Banach réflexif et strictement convexe. Supposons de plus
que son dual X* est strictement convexe. Soit ¢ : H —| — 00; +00] une application
convexe semi-continue inférieurement. Le sous-différentiel convexe de ¢ en z € X
est défini par :

Op(z) ={" € X" 1 0(y) — v(2) =2 (z",y — 2)x~ x,Vy € X}.

La multi application dy : z € X — 0p(z) est maximale monotone. Ainsi, pour tout
A strictement positif, I’équation

0€ (., 2x) + Adpy

admet une unique solution que nous notons z,. (C’est une conséquence du corollaire
4.1 de [5].) En particulier on note j,(d¢) cette unique solution zy = j\(dp)(z) qui
est la résolvante de dyp. La régularisée de Oy est :

1
Jprz = X<"z)‘ — 2).

Soit H un espace de Banach réel et séparable. Soit ¢ : H —] — 0o;00] une
application convexe sci et propre.

Théoréme 10.— (/5] p. 119) L’application I, : LP(0,T; H) — R définie par :
T
I,(2) = / @(z)dt si p(z) € L'0,T) et oo sinon,
0

est convexe, sci et propre. De plus le sous-différentiel convexe de I, est :

OL,(2) = {C € L7 (0, T; H),C € dp(=(t)) pp. t€[0,T]}.
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Annexe E

Théoremes d’existence

Nous renvoyons a ([35], pages 176-179) pour la démonstration du théoréeme du
point fixe de Schauder ci-dessous.

Théoreme 11.— Toute application continue définie sur un convexe compact d’un
espace de Banach et a valeurs dans ce méme convexe compact admet un point fize.

On peut généraliser ce théoreme en remarquant que I’enveloppe convexe fermée
d’un ensemble relativement compact dans un espace de Banach est également com-
pacte.

Théoreme 12.— Toute application continue définie sur un convexe fermé noté
% d’un espace de Banach et a valeurs dans un compact lui-méme inclus dans €
admet un point fize.

Soit 2 un ouvert non vide de R™ et T" un réel strictement positif. Le théoreme de
Schauder ci-dessus permet de démontrer le théoreme d’existence de Carathéodory
qui suit.

Théoréme 13.— Soit F': [0,T] x Q — R™ une application telle que :

1. pour tout x € Q, t € [0,T] — F(t,x) € R" soit mesurable,

2. pour presque tout t € [0,T], x € Q +— F(t,z) € R™ soit continue,

3. pour tout compact K C €, il existe une application notée my : [0,T] — RT
intégrable sur [0, T et vérifiant

\F(t,2)| < mg(t) V(tz)e0,T] x K.

Alors, pour tout xog € €, il existe au moins une solution au systeme dit « de
Carathéodory » :

{ &= F(t,x), Vtel0,T] (E.1)

x(0) = xo.
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Démonstration. (voir [45], théoréme 3, page 8) L’application my étant intégrable,
il existe r strictement positif tel que, si z appartient a la boule fermée centrée en xq
et de rayon r notée B(zo,r) alors :

T
/0 M B(zo.r) (8)dS < 7. (E.2)

Notons % l’ensemble des applications continues de [0, 7] dans B(xg, ). Il s’agit d’un
convexe fermé de I'espace de Banach des applications continues de [0, 7] dans R™.

Soit u € € et t € [0,h], nous définissons Iapplication © sur € pour tout ¢t €
0,77 :

Ow)(t) =+ [ " F(s,u(s))ds.

En choisissant & qui vérifie (E.2), la premiere et la troisiéme hypothéses entrainent
que O(u) est a valeurs dans B(zg, ). De plus :

O(u)(t1) — O(u)(t2)] =/ F(s, u(s))ds

O)(0) ~ OW)(t2)| < [ ey () (.3

1

Or le membre de droite tend vers 0 quand ¢; tend vers ¢ty donc pour tout u € €
I'application ©(u) est continue sur [0, h]. Nous avons démontré que © : € — €.

Avec I'hypothese d’intégrabilité de mp,, ) nous déduisons de (E.3)que ©(%) est
uniformément équicontinue. Or ©(%) est bornée donc, d’apres le théoreme d’Ascoli
(cf. [12], page 72), O(%) est relativement compacte dans €.

Montrons que © est continue. Soit (u,)nen+ une suite d’éléments de ¢ tendant
vers u et t € [0, h).

|©(un)(t) = O(u)(t2)] = | /Ot F(s,un(s)) = F(s, u(s))ds|

|©(un)(t) = O(u)(t2)] < /Ot |[F'(s,un(5)) = F(s,u(s))|ds.

Notons alors J I'ensemble des t € [0, h] tels que x € Q — F(t,x) € R™ soit continue.
Du fait que [0, 7] J est négligeable, on a :

10(un) = O(u)lo < /J [F'(s,un(s)) = F(s,u(s))|ds.

Or la suite (u,) converge simplement vers u et la continuité de z € Q — F(s,z) € R"
(deuxieéme hypothese) permet le passage a la limite ci-dessous.

|F(s,un(s)) — F(s,u(s))| — 0.
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On utilise la majoration
| F' (s, un(s)) = F(s,u(s))| < 2mp(e, ) (s)
pour justifier 'application du théoreme de convergence dominée.
1©(un) = O(u)]loc — 0.

Donc © est continue. Le théoreme 12 du point fixe de Schauder assure 'existence
d’un point fixe noté z(.,0,x¢) € € tel que, pour tout ¢t € [0, h] :

x(t,0,20) =z + /Ot F(s,u(s))ds.

La fonction ¢ — F(t,x(t))ds est intégrable sur [0, ] donc d’apres le théoreme de
dérivation des intégrales au sens de Lebesgue, x(t, 0, zo) est presque partout dérivable
et pour presque tout ¢ € [0, h] on a :

x(t,0,20) = F(t,z(t,0,x0)).
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Titre : Problémes de controle optimal du type bilinéaire gouvernés par des équations aux
dérivées partielles d’évolution

Résumé

Cette these est une contribution a I’étude de problémes de controle optimal dont le
caractere non linéaire se traduit par la présence, dans les équations d’état, d’un terme
bilinéaire relativement a I’état et au controle. Malgré les difficultés liées a la non linéarité,
nous obtenons des propriétés spécifiques au cas bilinéaire.

L’introduction générale constitue la premiere partie. La seconde partie est consacrée
a I’étude des équations d’état; ce sont des équations aux dérivées partielles d’évolution.
Nous établissons des estimations a priori sur les solutions a partir des inégalités de Willett
et Wong et nous démontrons que les équations d’états sont bien posées. Dans le cas ou
les contréles subissent une contrainte liée aux états, ces estimations permettent de déduire
I’existence de solutions dans le cadre des inclusions différentielles. Les troisieme et qua-
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Title : Analysis of bilinear optimal control problems governed by evolution partial
differential equations

Abstract

This thesis is devoted to the analysis of nonlinear optimal control problems governed by
an evolution state equation involving a term which is bilinear in state and control. The
difficulties due to nonlinearity remain, but bilinearity adds a lot of structure to the control
problem under consideration. In Section 2, by using Willet and Wong inequalities we
establish a priori estimates for the solutions of the state equation. These estimates allow
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